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Resumo: A metodologia de resolugdo de porticos pelo método das forcas recai na determinacéo dos termos de
carga e coeficientes de flexibilidade. Estes coeficientes, em uma estrutura composta por barras de momento de
inércia constante, podem ser calculados por formulas prontas disponiveis na literatura através da combinacéo de
diagramas de momentos fletores. No caso de estruturas com momento de inércia varidvel, tais formulas néo séo
vélidas, devendo-se recorrer ao célculo analitico. Uma alternativa, nesse aspecto, é a utilizacdo de tabelas de
auxilio, como as divulgadas por Guldan (1956), que fornecem os coeficientes pertinentes ao método das forgas
para misulas retas e parabdlicas. Para uma parcela de combinacbes de diagramas, essas tabelas cumprem
satisfatoriamente a fungdo de substituir integragdes algébricas particularmente trabalhosas. No entanto, essas
tabelas apresentam limitagcBes quanto aos pardmetros de entrada e os casos de combinag6es, comprometendo o
resultado final ou mesmo inviabilizando sua aplicacdo. Diante disso, o presente trabalho propde uma
metodologia para o célculo computacional da combinacdo de diagramas de momentos fletores em barras isoladas
com momento de inércia variando em misula (reta ou parabdlica) baseado no Principio dos Trabalhos Virtuais,
cujas integrais resultantes desse principio sdo resolvidas numericamente por quadratura gaussiana. A eficiéncia
da metodologia proposta e o grau de convergéncia dos resultados sdo comprovados por comparacao dos valores
obtidos pelo programa computacional desenvolvido pelos autores e 0s casos equivalentes apresentados por
Sussekind (1993), originalmente divulgados por Guldan (1956), com os resultados obtidos por integracéo
algébrica realizados em software matematico.

Palavras-chave: Misula. Principio dos Trabalhos Virtuais. Método das Forgas. Calculo Computacional.

Resumen: La metodologia de resolucién de porticos por el método de las fuerzas recae em la determinacion de
los términos de carga y coeficientes de flexibilidad. Eses coeficientes, em uma estrutura compuesta por barras de
momento de inercia constante, puedem ser calculados por férmulas ya conocidas disponibles en la literatura a
través de la combinacion de diagramas de momentos fletores. En el caso de estruturas com momento de inercia
variable, tales formulas no son validas, deviendo se recurrir al calculo analitico. Una alternativa, en ese aspecto,
es la utilizacion de tablas auxiliares, como las divulgadas por Guldan (1956), que proporcionan los coeficientes
pertinentes al método de las fuerzas para barras acarteladas retas e parabllicas. Para una parte de las
combinaciones de diagramas, esas tablas cumplen satisfatoriamente la funcién de substituir integraciones
algebraicas particularmente trabajosas. Entre tanto, esas tablas presentam limitaciones en cuanto a los parametros
de entrada y los casos de combinaciones, comprometiendo el resultado final o inviabilizando su aplicacién.
Delante de eso, el presente trabajo propone una metodologia para el calculo computacional da combinacion de
diagramas de momentos fletores en barras aisladas con momento de inercia variable (recta o parabdlica) basado
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en el Principio de los Trabajos Virtuales, cuyas integrales resultantes de ese principio son resueltas
numericamente por la quadratura gaussiana. La eficiencia de la metodologia propuesta y el grado de
convergencia de los resultados son comprovados por comparacion de los valores obtenidos por el programa
computacional desenvuelto por los autores y los casos equivalentes presentados por Sissekind (1993),
originalmente divulgados por Guldan (1956), con los resultados obtenidos por integracion algebraica realizados
con software matematico.

Palabras-clave: Barras acarteladas. Principio de los Trabajos Virtuales. Método de las Fuerzas. Calculo
Computacional.

INTRODUCAO

A Engenharia de Estruturas trabalha com andlises estruturais que buscam descrever o
comportamento da estrutura real em funcdo das diversas solicitacdes. Para isso, um modelo
estrutural € criado, a partir de hipoteses e teorias baseadas em leis fisicas, com o objetivo de
representar matematicamente a estrutura que esta sendo analisada (MARTHA, 2010).

De acordo com Martha (2010), os métodos de andlises de estruturas tém como
metodologia a superposicdo de casos basicos. No método das forgas, 0s casos basicos sdo
solucdes estaticamente determinadas, isto €, isostaticas. Nesse método, o modelo estrutural
isostatico, chamado sistema principal, é obtido pela eliminacdo de vinculos superabundantes
da estrutura original hiperestatica. Cada caso bésico isola o efeito da respectiva solicitacdo no
sistema principal para determinacdo dos deslocamentos na direcdo dos vinculos retirados. Sdo
denominados termos de carga os deslocamentos provocados por solicitacbes externas, e
coeficiente de flexibilidade aqueles provocados por forgas ou momentos associados aos
vinculos retirados.

Para barras com momento de inércia constante, os termos de carga e coeficientes de
flexibilidade podem ser determinados pela combinacdo de diagramas de momentos fletores do
sistema principal nos casos bésicos com auxilio de formulas prontas de féacil deducéo
tabeladas por Kurt-Beyer, também obtidas pelo processo desenvolvido por A. N.
Vereshchagin, disponivel em Soriano e Lima (2006). Em se tratando de barras com momento
de inércia variavel, essas formulas ndo séo véalidas, pois ndo consideram a lei de variacdo do
momento de inércia. Trata-se entdo de um problema matematico cuja resolucdo algébrica é
consideravelmente trabalhosa, pois envolve a resolucdo de integrais com divisdo de
polinémios, com denominador de, no minimo, grau trés, exigindo-se a aplicacdo de métodos
matematicos laboriosos para cada lei de variagdo do momento de inércia.

Para o caso particular de inércia variando em misula reta ou parabolica (equacdo de

segundo grau) este problema é contornado com o auxilio de tabelas, apresentadas pela
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primeira vez por Guldan (1956) e divulgadas por Sussekind (1993), as quais fornecem os
coeficientes necessarios ao célculo da combinacdo de diagramas de uma barra isolada. Apesar
disso, essas tabelas estdo em funcdo de argumentos de entrada pré-fixados, exigindo-se, em
alguns casos, interpolacoes lineares que podem comprometer o resultado final, além de serem
limitados os casos de combinacdes de diagramas. Para a combinacdo de diagramas cuja
geometria seja trapezoidal, por exemplo, faz-se necessério dividir cada trapézio em novos
triangulos e realizar uma somatoria composta por nove combinacgdes entre esses triangulos, o
que exige a consulta das tabelas por diversas vezes.

Em virtude dessas limitagcbes, o presente trabalho apresenta uma metodologia para
calculo da combinacgdo de diagramas de momentos fletores em barras retas com momento de
inércia variavel utilizando-se o Principio dos Trabalhos Virtuais, cujas integrais sdo resolvidas
numericamente por quadratura gaussiana. Paralelo a isso, € apresentado um programa
computacional, desenvolvido no software de codigo aberto Lazarus e implementado a partir
da metodologia proposta, para o calculo da combinacdo de diagramas de momentos fletores
nos sistemas real e virtual em barras retas isoladas, submetidas a flexdo. O programa
considera barras de secdo transversal retangular, perfil I e perfil T, com misula simétrica ou
assimétrica, cuja lei de variacao da altura da secéo é linear ou parabdlica (equacao de segundo
grau). Também é disponibilizada a op¢do de diagramas causados pelas seguintes solicitacGes
externas: carga concentrada, carga-momento concentrada e carga linearmente distribuida em
todo o vdo. Para idealizacdo do comportamento de barras a flexdo considerou-se a Teoria das

Vigas de Navier.

REVISAO BIBLIGRAFICA

Teoria das Vigas de Navier

A andlise estrutural de estruturas reticuladas, isto é, pecas estruturais que tém uma
dimensdo bem maior que as outras duas, esta fundamentada na concep¢do de um modelo
matematico, que adota hipdteses sobre o comportamento das barras (VILELA, et al., 2018).

O comportamento de vigas a flexdo foi formalizado no inicio do século XIX por Navier,
que estabeleceu um conjunto de relagGes diferenciais de equilibrio e compatibilidade chamada
Teoria de vigas de Navier. Essa teoria esta fundamentada em quatro hipoteses bésicas
(MARTHA, 2010):

1) Os deslocamentos sdo pequenos em relacdo as dimensdes da se¢éo transversal;
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2) As deformacdes por cisalhamento sdo desprezadas;

3) As sec0es transversais permanecem planas e normais ao eixo da barra quando esta se
deforma (hipdGtese de Bernoulli);

4) O material tem comportamento elastico-linear (Lei de Hooke).

Essas hipdteses fundamentam o modelo estrutural que tem como premissa basica uma
condicgéo de continuidade dos campos de deslocamentos e deformagGes no interior das barras.
Essa condicdo é forcada quase gque automaticamente quando sO se admitem deformacdes
continuas para as barras. Além disso, os deslocamentos e deformacdes devem ser compativeis
entre si (VILELA et al., 2008). Para o caso de pequenos deslocamentos, a condi¢do de
compatibilidade pode ser resumida na equagao (1.0):

2
%zg_g; (L0)
A equacdo (1.0) é considerada uma relacdo diferencial de compatibilidade, mas
também engloba, no nivel de um elemento infinitesimal de barra, a lei constitutiva do material
e o0 equilibrio entre tensdes normais e momento fletor, e o caso geral de momento de inércia
(1) variavel ao longo da barra (VILELA et al., 2008).

Principio das Forcas Virtuais

Segundo Calderon (2017), existem varios métodos para calcular deslocamentos em
estruturas, que podem ser classificados em trés tipos:

a) Métodos de integracdo direta;

b) Métodos utilizando analogias;

c) Métodos utilizando a energia de deformacao.

Em relacdo as metodologias que utilizam a energia de deformacdo, destaca-se o
Principio das Forcas Virtuais (PFV), que é uma das formula¢bes do Principio dos Trabalhos
Virtuais (MARTHA, 2010).

O PFV pode ser utilizado para impor condi¢des de compatibilidade a uma configuracao
deformada qualquer quando um sistema de forgas arbitrario, denominado virtual, satisfaz as
condicBes de equilibrio (MARTHA, 2010). A igualdade que estabelece essa condi¢do de

compatibilidade é dada por:

Wext = U (20)

203



Revista Mirante, Anépolis (GO), v. 11, n. 8, dez. 2018. ISSN 1981-4089

sendo W ¢ 0 trabalho das forgas virtuais externas e U a energia de deformacéo virtual interna.

O trabalho das forgas virtuais externas € igual ao produto da forca virtual externa P pelo

deslocamento (8) provocado no ponto de aplicagdo dessa forga, isto é:

Wet =P8 (3.0)

A energia de deformacao virtual interna é dada por (MARTHA, 2010):

- MM N N Q0
U= ds ds ——ds 4.0
I El +{ EA +{Z GA (40

sendo:

L - comprimento da barra;

E - mddulo de elasticidade longitudinal;

G - modulo de elasticidade transversal;

A - area da secdo transversal,

| - momento de inércia da area da secdo transversal;

x - fator de forma da se¢éo transversal;

M, N e Q - esforgos solicitantes da carga externa real; e
M, N e Q - esforcos solicitantes da carga virtual P.

Substituindo as equacdes (3.0) e (4.0) em (2.0), obtém-se:

ﬁ&zIMMds+INNds+jZ%s (5.0)
B AT oA

A equacdo (5.0) é a expressdo geral do PFV para o célculo do deslocamento genérico de
um ponto de um portico plano isostatico, ao isolar-se (8). Para isso, 0 PFV utiliza um sistema
auxiliar, chamado sistema virtual, que € a mesma estrutura isostatica do sistema real, mas
carregada com a forca virtual P aplicada no ponto em que se quer determinar o deslocamento.
O valor adotado para P € irrelevante, visto que o seu valor sera cancelado na expressdo que
determina o deslocamento, pois o diagrama de momento fletor virtual é uma funcéo linear de
P (MARTHA, 2010). Vale ressaltar ainda que, apesar de se utilizar o termo “forga virtual” na

literatura em geral, P pode ser um esforco qualquer e ndo somente uma forca.
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De acordo com Sussekind (1993), para estruturas que trabalham a flexdo, o efeito

QQ

cisalhante é muito pequeno, podendo ser desprezada a parcela J‘;(ads, com erro minimo.
L

. . N N
Também pode-se desprezar, com erro toleravel, a parcela .[Eds para pecas de estruturas
L

que ndo trabalhem fundamentalmente a forca normal. Considerando essas simplificacGes, para
estruturas a flexdo, é suficiente aplicar a parcela da equacdo geral do PFV referente ao

momento fletor:
Ps= j MM g (6.0)
. El

Para estruturas com modulo de elasticidade e momento de inércia constantes, pode-se

multiplicar ambos os membros da equacao (6.0) por El:

EIP5:J.M Mds (7.0)

O problema resume-se no calculo de uma integral que combina diagramas de
momentos fletores nos sistemas real e virtual. Essas combinagdes foram tabeladas por Kurt-
Beyer e encontram-se disponiveis na literatura de analise de estruturas.

Caso o momento de inércia seja varidvel ao longo do comprimento da barra,
considera-se 0 momento de inércia de comparacao (Ic), sendo comumente adotado o valor de
menor inércia da estrutura. Multiplicando ambos os membros da equacdo (6.0) por Elc,

resulta;

M
I

ElcPsS = |cj M s (8.0)
L

A equacdo (8.0) também pode ser determinada pela combinacdo de diagramas de
momentos fletores utilizando-se as tabelas de autoria de Guldan (1956), disponiveis em
Sussekind (1993). Essas tabelas séo validas para barras com inércia variavel em misula reta

ou parabdlica e estdo em funcdo dos argumentos de entrada A=a/L € N=Iyin/Imax, ONde (a) € 0
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comprimento da misula, (L) o comprimento da barra, (Imin) € (Imax) @ inércia minima e

maxima da se¢8o transversal, respectivamente.

METODOLOGIA

Convencao de sinais e notacoes

O sistema de coordenadas locais adotados é tal que o eixo axial da barra (x), com
origem na extremidade esquerda, passe pelo centro de gravidade (CG) das se¢des transversais

e 0s demais eixos sejam transversais a barra, conforme Figura 1.

b -
Ny, v Secio transversal

X

Figura 1: Sistema de eixos locais adotados (modificado - VILELA et. al., 2008).

Em relacéo aos esforgos externos e internos, a convencéo de sinais é definida de acordo
com o0s seguintes parametros, ilustrados na Figura 2.
g(x): taxa de carregamento linearmente distribuido ao longo do eixo da barra (positivo no
sentido contrario de y);
P: carga concentrada transversalmente ao eixo da barra (positiva no sentido contréario de y);
M,: carga-momento concentrada no eixo da barra (positiva no sentido anti-horario);
M(x): momento fletor (esfor¢o interno de flexdo), positivo quando traciona as fibras inferiores
da secdo;
V1. reacdo transversal na extremidade inicial da barra, positiva no sentido de y.
M;: momento externo na extremidade inicial da barra, positivo no sentido horario.
V. reagdo transversal na extremidade final da barra, positiva no sentido de y.

M,: momento externo na extremidade final da barra, positivo no sentido anti-horario.
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q

(R | T M +aM
[ i q(x) Mo M, M
V T( é ), —=
M, - o
. dx
dx
@) (b)

Figura 2: Sentido positivo adotado para (a) reacdes e cargas externas e (b) momento fletor (modificado -
VILELA et. al., 2008).

As extremidades da barra serdo identificadas por numerais, sendo (1) a extremidade
inicial e (2) a extremidade final. Desse modo, 0 momento fletor nas extremidades (1) e (2)
serdo denominadas respectivamente (M1) e (M2), quando referentes ao sistema real, e (M1) e

(M2) ao sistema virtual.

Célculo da combinacéo de diagramas pelo Principio das Forcas Virtuais

O calculo de deslocamentos em estruturas isostaticas é a principal solucdo fundamental
utilizada no processo de célculo do método das forcas (MARTHA, 2010). Nesse sentido, o
PFV pode ser convenientemente aplicado nesse processo, por ser uma das principais
ferramentas para a determinagéo de deslocamentos em estruturas.

Para estruturas compostas por barras com diferente momento de inércia ou barras em
misula, é mais pratico o calculo da integral apresentada na equacdo (8.0) para determinacao
do deslocamento relativo (Elcd) em um ponto qualquer da estrutura. Por se tornar usual a
aplicacdo dessa integral nas tabelas de auxilio utilizadas no método das forgas, incluindo as de
MM

I

Guldan, este trabalho concentra-se em fornecer o valor de |CI ds , que combina
L

diagramas de momentos fletores nos sistemas real e virtual.

Para abordagem do roteiro de célculo sera utilizado um problema-modelo que
exemplificard a aplicacdo do PFV em barras com momento de inércia varidvel: considere-se
uma barra de comprimento (L) com momento de inércia variavel no trecho (a), biengastada e

carregada com uma carga (q) uniformemente distribuida em todo o vao, com a qual se deseja
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determinar a combinacdo de diagramas de momentos fletores nos sistemas real (M) e virtual

(M), apresentados na Figura 3.

M1
q
AR A AAAAAAALALAAALALAAALARES ) M2 ./'r:d\l
2 S
b Imin i
- =\
| — M)
L =I - i~ \'h-..---/l
MiL—
(@) (b)

Figura 3: Modelo de (a) barra com inércia variavel e (b) combinacéo de diagramas de momentos fletores.
Fonte: Autores, 2018.

O PFV trabalha com estruturas isostaticas, portanto faz-se necessario criar 0 mesmo
diagrama de momento fletor do problema-modelo em barras isostaticas. Sendo assim, sera
adotada uma barra biapoiada com a mesma variacgdo do momento de inércia dado pela
estrutura original.

O diagrama do sistema real serd entdo representado por uma somatoria de diagramas
de momentos fletores trapezoidal e parabolico causados respectivamente pela atuacdo de um
par de cargas-momento (M1 e M2) nas extremidades da barra biapoiada e carregamento (q)

uniformemente distribuido, conforme Figura 4.

a)
: 2 1 > LTI
- \A}rm M2 '\AJ A A
a . R i )
b) _ _

Mm

Figura 4: Composicdo do sistema real pela somatdria de (a) barras biapoiadas carregadas externamente e (b)
respectivos diagramas de momentos fletores. Fonte: Autores, 2018.

O diagrama de momento fletor do sistema virtual trata-se de um triangulo cujo
momento na extremidade inicial é M1 (Figura 3b). Como a estrutura do sistema virtual tem as

mesmas caracteristicas da estrutura real, poréem, carregada com a forca virtual, serd adotado a
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mesma barra biapoiada com uma carga-momento virtual, de intensidade M1, aplicada na

extremidade inicial (Figura 5).

/Tl\ﬁ=ﬁ1 2
A A

MiL—

Figura 5: Sistema virtual. Fonte: Autores, 2018.

Para aplicacdo da equacédo (8.0), que considera o efeito da flexdo em fungdo do
momento fletor, derve-se-a determinar a equacdo do momento fletor real e virtual da barra
biapoiada. Considerando o eixo das abscissas com origem no ponto (1) da barra, de acordo
com a convencao adotada, tem-se as seguintes equacdes:

a) Momento fletor real
Diagrama trapezoidal:

M, (x) = —M1+(ij (9.0)
Diagrama parabolico:

Mz(x)=q—2Lx—%x2 (10.0)

b) Momento fletor virtual

. - M1

M(x)=M 1—Tx (11.0)
Conhecidas as equagdes do momento fletor, a combinacgdo de diagramas do problema-

modelo resulta na somatoéria de duas combinacdes: trapézio e parabola reais com tridngulo

virtual. Adotando-se ao momento de inércia de comparagdo (Ic) o valor do momento de

inércia minimo da barra (Inn), € aplicando-se a equacdo (8.0), a combinacdo inicialmente

proposta é dada por:
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EIcP& = Ic .[:de+ﬁwdx + (12.0)

Ic J-Oa MZ(X)lM (X)dx+LL Mz(xl)(.:l\_/l (X) gy

O roteiro apresentado pode ser generalizado para qualquer outra combinacdo de

diagramas desde que as equacdes do momento de inércia e momento fletor sejam conhecidas.

Integracdo numérica por quadratura gaussiana

A resolucdo algébrica da equacdo (12.0) se torna trabalhosa a medida que se aumenta o
grau do polinbmio no denominador do integrando. Uma alternativa para se evitar o célculo
dessas integrais € a aplicagdo de processos numéricos com boa convergéncia dos resultados,
tal como a quadratura de Gauss-Legendre utilizada neste trabalho.

Esse método tem como objetivo fornecer resultados exatos para polindmios até a ordem
(2n-1), onde n € o nimero de pontos em que a funcdo f(x) sera avaliada. Para isso, torna
flexivel o critério de Newton-Cotes de que os pontos de integracdo sejam igualmente
espacados e gera-se um polindmio interpolador utilizando pontos diferentes dos limites de
integracdo.

As formulas de Newton-Cotes podem ser reescritas genericamente, para a integral de
uma funcdo f(x), na forma (SPERANDIO et al., 2003):

=[x zzl:A f(x) (13.0)

sendo 0s pesos A; e 0s pontos x; ndo arbitrados pelo usuario, mas definidos por um critério
rigoroso para atender a premissa da exatidéo citada acima.

Para evitar a determinagdo de A; e x; em cada novo processo de integracdo, esses
parametros foram padronizados para uma solugdo normalizada. Desse modo, o intervalo de
integracdo desse ser alterado de [a, b] para [-1, 1] atraves da troca de variaveis x para t,

conforme equacao (14.0):
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-2  (b+a)

2 2
Consequentemente:
dx = £—3) g
2

Substituindo as expressoes (14.0) e (15.0) na integral (13.0), a resolucédo pela quadratura

de Gauss-Legendre serd (GILAT e SUBRAMANIAM, 2008):

1= [ FOat ziAF(ti)

Deve-se fixar o nimero n de pontos (inteiros e positivos), no qual a solu¢do numérica
da integral sera exata se f(x) for um polinbmio de grau até a ordem (2n-1). No programa
desenvolvido foram utilizados 14 pontos de Gauss, obtidos computacionalmente por uma

série de instrucbes matematicas programadas por Kamermans (2011). A Tabela 01 apresenta

0S pesos e abscissas para n=14 com precisdo de 16 casas decimais.

Tabela 1: Abscissas e pesos de Gauss-Legendre para n=14.

i abscissa (ti) peso (Ai)

0 0,2152638534631578 -0,1080549487073437
1 0,2152638534631578 0,1080549487073437
2 0,2051984637212956 -0,3191123689278897
3 0,2051984637212956 0,3191123689278897
4 0,1855383974779378 -0,5152486363581541
5 0,1855383974779378 0,5152486363581541
6 0,1572031671581935 -0,6872929048116855
7 0,1572031671581935 0,6872929048116855
8 0,1215185706879032 -0,8272013150697650
9 0,1215185706879032 0,8272013150697650
10 0,0801580871597602 -0,9284348836635735
11 0,0801580871597602 0,9284348836635735
12 0,0351194603317519 -0,9862838086968123
13 0,0351194603317519 0,9862838086968123

Fonte: Kamermans (2011).

(14.0)

(15.0)

(16.0)
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Lei de variacdo do momento de inércia

Neste trabalho, bem como no programa desenvolvido, serdo analisadas misulas com
variacdo da altura linear e parabodlica (de 2° grau), simétricas ou ndo, que, segundo Stssekind
(1993) sdo os casos mais usuais para pontes com momento de inércia variavel. A Figura 6
indica as leis de variacédo da altura que serdo abordados.

. Iﬂl{ﬂ I - I .
I max = L reta P max

4—a—>|L 4—34>| |<—a—r-
+ L -

r
A

1 2 1 1 min 2
I ; Imin Imiis I ,
s ‘——par. 2° grau “——— par. 2° grau——" e
4—3—-‘ +—a —’l |‘_3 >
< L > < L >
(@) (b)

Figura 6: Misulas (a) assimétricas e (b) simétricas.
Fonte: Autores, 2018.

Conforme apresentado na Figura 6, sera estabelecido que em caso de misula
assimétrica, a maior inércia da barra (Imax) estara sempre vinculada a extremidade esquerda.

A variacdo da inércia sera determinada pela variacdo da altura (h) da secdo, no caso de
secdo transversal retangular, mantendo constante a largura (by,). Para o caso de Perfil | e Perfil
T, apenas a altura (h) da alma sera variavel, mantendo-se constantes a espessura (t,) da alma,
a largura (by) e as espessuras (el) e (e2) das mesas. A Figura 7 ilustra as se¢des transversais

consideradas, bem como a nomenclatura adotada para suas dimensdes.

tw ~b,—
i Tet Tef
h h T
| — -7 i
-— bw—? —b,— tw
(a) (b) ()

Figura 7: Secdo transversal (a) retangular, (b) Perfil I e (c) Perfil T.
Fonte: Autores, 2018.
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Vale ressaltar que, em caso de Perfil I, serd considerada a possibilidade das mesas
possuirem espessuras distintas. Além disso, caso a largura (b,) da mesa for igual a altura total
da secdo (H), o perfil podera ser denominado Perfil H.

A lei de variacdo da inércia sera calculada em funcdo da variacdo da altura, cuja
equacdo serd denominada h(x), em que sdo conhecidos dois valores da altura da secéo
transversal indicadas pelo usuério: a altura méaxima (Hmax) € minima (Hpmin).

Para misula reta, a variacdo da altura ocorre linearmente segundo uma equacdo do 1°
grau. A Figura 8 ilustra uma misula reta simétrica que apresenta os dois casos de variacao

linear da altura (decrescente e crescente), conduzindo a duas equagdes diferentes de h(x).

1 HT'I'Il'I'I- 2 I-"Ir
[ _[
H mix I mix, Z

a—>| [e—a —»|

. X

a L-a L

Figura 8: Misula reta com altura decrescente e crescente com indicacdo das dimens@es conhecidas.
Fonte: Autores, 2018.

Tt

Em relacdo a altura decrescente gque se inicia na extremidade (1), sdo conhecidos dois
pontos que relacionam a abscissa (x) com a altura da misula: os pontos (0, Hmax) € (a, Hmin).
Por semelhanca de triangulos, obtém-se a lei de variacdo da altura dessa misula:

y (17.0)
h(X) = H'méx - (H'méx - Hmin)a

Para a altura crescente deve ser observado que a origem da mesma néo coincide com a
origem do eixo (x), mas com a abscissa (L-a). Portanto, a lei de variacado € tal que em x=(L-a),

a altura seja minima. Feita as devidas modificacGes, obtém-se:

h(x)=H_ +(M}(X—(L—&)) (18.0)

Em relacdo as misulas parabolicas sera estabelecido que o vertice da parabola de 2° grau
coincidira com o ponto de menor inércia da barra. Assim, em caso de misula com trecho

parabdlico-retilineo, o trecho retilineo serd sempre tangente a parabola, conforme Figura 9.
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Esse modelo foi adotado para que os casos abordados sejam compativeis com 0s casos
originalmente divulgados por Guldan (1956).

1 _

«—a — «—a—

I I : — X

0 a L-a L

Figura 9: Misula parabdlica com indicacdo das dimensdes conhecidas e ponto de tangéncia.
Fonte: Autores, 2018.

Desse modo, para determinacdo da equacdo que rege a variacdo da altura da misula
parabdlica, sera pré-estabelecido que os pontos de coordenadas (a, Hmin) € (L-a, Hmin) S40 0
vértices da parabola. Vale ressaltar que a misula simétrica é formada por uma Unica parabola
dividida exatamente no vértice pelo trecho retilineo. Em caso de L=2a, a misula apresenta
uma parabola continua com vértice no centro da barra.

Para o primeiro trecho da parabola, com origem na extremidade (1), sdo conhecidos 0s
pontos de coordenadas (0, Hms) € (&, Hmin). Sendo a fungédo de 2° grau do tipo h(x) =
mx2+nx+c, a substituicdo do primeiro ponto resulta em c=H. Para a determinacdo dos
coeficientes (m) e (n), basta considerar as coordenadas do vértice coincidentes ao ponto (a,
Hmin). Desenvolvendo as equacdes e isolando os coeficientes, a equagédo da altura da misula

parabdlica é dada por:

(H'méx — Hmin) X2 — 2'(H'méx — Hmin)
a? a

h(x) = X+H. (19.0)

max

Em caso de ser a misula simétrica com trecho retilineo, a equagéo (19.0) deve ser
corrigida para que atenda corretamente as alturas do segundo trecho em misula, uma vez que

o trecho reto provoca uma descontinuidade da parabola. Para isso, a partir de x=(L-a), tem-se:

h(x) = roa=Hmn) () oaype 2'(H'méxa “Hon) ((L-2a) +H,,  (200)

a2
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Conhecidas as leis de variagdo da altura para cada misula, a lei de variagdo do momento
de inércia para uma secdo retangular em relagdo ao eixo (z), que passa pelo CG da secdo

transversal é dada pela equacéo (21.0), encontrada em qualquer livro texto da Mecanica.

b, h(x)?

o (21.0)

1,(x) =

Em relacdo ao perfil I, a inércia (I;) é calculada pelo método da somatoria, em que se
considera esse perfil como resultado da composicdo de duas secBes retangulares.
Considerando-se que as mesas podem ter espessuras diferentes entre si, o centroide ndo mais
coincide com o eixo de simetria em (z), devendo-se calcular o CG do perfil I em relagdo ao
eixo (y). O célculo do centroide (yc) € apresentado pela equacdo (22.0) e o0 momento de
inércia em (z) é obtida pela aplicacdo da equacdo (21.0) e do Teorema dos Eixos Paralelos aos

dois retangulos que compdem o Perfil 1, resultando na equagéo (23.0).

Bu (1) + o1+ 62 —("(ZX) + eZ](bW ~t,)h()

vl = b, (h(x) +el+e2) — (b, —t,)h(X) (22.0)
HOE ﬁ—;(h(x) +el+e2)+b, (h(x)+el+ e2)[yc(x) _WJ }_

h(x)? ho) Y (23.0)
{(bw —tw)? + (b, —tw).h(x).(yc(x) e ezj }

O momento de inércia (I,) do Perfil T é calculado pela equacédo (23.0), considerando-se

nula a espessura de uma das mesas.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Com base na metodologia apresentada, desenvolveu-se em linguagem Object Pascal,
por meio do ambiente de desenvolvimento integrado Lazarus, o programa MiSULA MATH
para calculo da combinagéo de diagramas de momentos fletores nos sistemas real e virtual de

barras retas, isoladas, submetidas a flexdo. O programa também calcula os coeficientes de
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entrada e saida pertinentes a metodologia de Guldan (1956), os momentos de inércia e
centroides referentes as se¢Bes de altura maxima e minima. Conforme a interface apresentada
na Figura 10, o programa disponibiliza combinagdes de diagramas triangulares e trapezoidais
(incluindo os retangulares), além dos diagramas causados pela aplicacdo de carga externa
concentrada, carga-momento concentrada e carga linearmente distribuida em todo o vao da
barra.

[ MisULA MATH - Método das Forgas - m] X

Ajuda  Sobre

i Diagramas Virtuais
lmz Saiba Mais

reta assimétrica ~ M1 _ I/ \Ii v método dos
: : W2 M1 M2 M

deslocamentos

Secio Diagramas Reais X Metodo das

forcas
retangular ~ M1 I/ \I v
: M1 M2
M2 M

1 2

o

Centroid _
e ] M [ 1] [ ] ﬁ—‘
5 M2: b Calcular
Inércia Combinagio Coeficientes de Guldan
Tmin=tes[ | o | | m| | | | | iSULA
s B O R o I I N . | ATH

Figura 10: Interface do programa MiSULA MATH — Método das Forgas.
Fonte: Autores, 2018.

Alguns resultados obtidos por essa implementacdo sdo comparados com os resultados
das tabelas atribuidas a Guldan (1956), apresentadas por Sussekind (1993), Polillo (1982) e
Rocha (1976), e pela implementacdo feita em Software Matematico (SM), cujo resultado é
exato, por resolver integrais analiticamente sem aplicacdo de métodos numeéricos.

Considerando-se uma barra em misula reta assimétrica (A=0,4), de secdo transversal
retangular, em que os casos de combinacdo nos sistemas real e virtual desta barra sejam de
diagramas triangulares, conforme Figura 11, as expressdes matematicas que fornecem o
resultado dessas combinagdes estdo em funcdo dos coeficientes (al), (02) e (B). A Tabela 2
apresenta o valor desses coeficientes obtidos por Guldan (1956), pelo MiSULA MATH (MM)

e por Software Matematico (SM), dado a relagdo entre a inércia minima (Iym) € maxima (Imax)
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variando de 1,000 a 0,005. Os resultados de MM e SM foram arredondados para trés casas

decimais.

M1

L' M1.Ml.al

L'.M2.M2.a2

M2

M1

L. M1.M1.B

Figura 11: Combinag8o de diagramas e respectiva expressdo em funcdo dos coeficientes al, o2, p.
Fontes: Autores, 2018.

Tabela 2: Coeficientes para célculo da combinac¢do de diagramas triangulares de barras em misula reta
assimétrica (Imin/Imax variando de 1,000 a 0,005).

Imin/Imax 1,000 0,900 0,800 0,700 0,600 0,500 0,400 0,300 0,200 0,150

Guldan 0,333 0,318 0,302 0,28 0,267 0,248 0,227 0,204 0,178 0,163

al MM 0,333 0,318 0,302 0,28 0,267 0,248 0,227 0,204 0,178 0,163

SM 0,333 0,318 0,302 0,28 0,267 0,248 0,227 0,204 0,178 0,163

Guldan 0,333 0,333 0,332 10,331 0,331 0,330 0,329 0,328 0,326 0,325

a2 MM 0,333 0,333 0,332 0,332 0,331 0,330 0,329 0,328 0,326 0,325

SM 0,333 0,333 0,332 0,332 0,331 0,330 0,329 0,328 0,326 0,325

Guldan 0,166 0,164 0,162 0,160 0,157 0,154 0,150 0,146 0,141 0,138

B MM 0,167 0,165 0,162 0,160 0,157 0,154 0,150 0,146 0,141 0,138

SM 0,167 0,165 0,162 0,160 0,157 0,154 0,150 0,146 0,141 0,138
Continuacdo Tabela 2.

Imin/Imax 0,120 0,100 0,080 0,060 0,050 0,040 0,030 0,020 0,010 0,005

Guldan 0,153 0,145 0,137 0,128 0,123 0,118 0,112 0,105 0,096 0,090

al MM 0,153 0,145 0,137 0,128 0,124 0,118 0,112 0,105 0,096 0,090

SM 0,153 0,145 0,137 0,128 0,124 0,118 0,112 0,105 0,096 0,090

Guldan 0,324 0,324 0,323 0,322 0,322 0,321 0,320 0,319 0,318 0,317

o2 MM 0,324 0,324 0,323 0,322 0,322 0,321 0,320 0,319 0,318 0,317

SM 0,324 0,324 0,323 0,322 0,322 0,321 0,320 0,319 0,318 0,317

Guldan 0,135 0,134 0,132 0,129 0,128 0,126 0,125 0,122 0,119 0,117

B MM 0,135 0,134 0,132 0,129 0,128 0,126 0,125 0,122 0,119 0,117

SM 0,135 0,134 0,132 0,129 0,128 0,126 0,125 0,122 0,119 0,117

Fonte: Autores, 2018.

A partir da comparacdo de resultados observa-se que nao houve divergéncia nos
valores apresentados pelo MiSULA MATH (MM) e pelo Software Matematico (SM), o que

indica estar correta a presente metodologia. Em relagéo aos valores de Guldan (1956), as

diferencas sdo minimas e ocorreram em poucos casos, podendo ser justificado pelo fato de

ndo se conhecer o critério utilizado para apresentacdo dos resultados com trés casas decimais
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em Sissekind (1993), uma vez que os resultados de MM e SM foram arredondados na terceira
casa decimal. O MiSULA MATH apresenta ainda, em relacdo as tabelas atribuidas a Guldan
(1956), a vantagem de calcular os coeficientes (al), (02) e (B) para quaisquer valores das
relacbes Imin/lmax € a/L. Apesar da interface inicial do programa disponibilizar as se¢fes
transversais retangular e perfil I, os resultados sdo validos para todas as se¢Oes transversais
cuja relagao Iyin/Imax for a mesma.

A Tabela 3 apresenta o valor dos coeficientes (al) e (a2) obtidos pela combinagido de
misula parabolica assimétrica (A=0,6) solicitada por carregamento uniformemente distribuido
(g) e diagrama virtual trapezoidal, conforme a Figura 12. Na tabela 3 sdo comparados 0s
resultados de Guldan (1956), MM e SM, sendo os dois Ultimos arredondados em quatro casas

decimais.

YYYYYYYYYYYY

paama I (-

Figura 12: Viga em misula parabolica assimétrica com carregamento uniformemente distribuido.
Fonte: Autores, 2018.

Tabela 3: Coeficientes para célculo da combinac¢do de diagrama trapezoidal e carga uniformemente
distribuida em barra com misula parabdélica assimétrica (Imin/Iméx variando de 1,000 a 0,005).

Imin/lmax 1,000 0,900 0,800 0,700 0,600 0,500 0,400 0,300 0,200 0,150

Guldan 0,0416 0,0408 0,0398 0,0387 0,0375 0,0361 0,0345 0,0326 0,0302 0,0287
al MM 0,0417 0,0408 0,0398 0,0387 0,0375 0,0361 0,0345 0,0326 0,0302 0,0287
SM 0,0417 0,0408 0,0398 0,0387 0,0375 0,0361 0,0345 0,0326 0,0302 0,0287

Guldan 0,0416 0,0414 0,0412 0,0408 0,0404 0,0400 0,0395 0,0388 0,0379 0,0373
a2 MM 0,0417 0,0414 0,0411 0,0408 0,0404 0,0400 0,0395 0,0388 0,0379 0,0373
SM 0,0417 0,0414 10,0411 0,0408 0,0404 0,0400 0,0395 0,0388 0,0379 0,0373

Continuacdo Tabela 3

Imin/lmax 0,120 0,100 0,080 0,060 0,050 0,040 0,030 0,020 0,010 0,005

Guldan 0,0276 0,2670 0,0257 0,0245 0,0238 0,0230 0,0220 0,0207 0,0188 0,0172
al MM 0,0276 0,2670 0,0257 0,0245 0,0238 0,0230 0,0220 0,0207 0,0188 0,0172
SM 0,0276 0,2670 0,0257 0,0245 0,0238 0,0230 0,0220 0,0207 0,0188 0,0172

Guldan 0,0368 0,0365 0,0360 0,0355 0,0351 0,0347 0,0342 0,0335 0,0324 0,0314
a2 MM 0,0368 0,0365 0,0360 0,0355 0,0351 0,0347 0,0342 0,0335 0,0324 0,0314
SM 0,0368 0,0365 0,0360 0,0355 0,0351 0,0347 0,0342 0,0335 0,0324 0,0314

Fonte: Autores, 2018.
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Observa-se nessa comparacdo que houve divergéncia minima nos resultados obtidos
pelo MM e SM em relacdo aos de Guldan (1956), sendo que os dois primeiros apresentaram
0s mesmo resultados para todos o0s casos comparados e ambos utilizaram calculo
computacional.

A Figura 13 ilustra a combinagéo de carga concentrada (N=3) atuando em uma viga
com misula parabdlica simétrica (A=0,5) e diagrama virtual trapezoidal. A Tabela 4 apresenta
0s coeficientes (n1) e (n2) referentes a essa combinacdo obtidos por Guldan (1956), MM e

SM, com quatro casas decimais.

< L W1

Figura 13: Combinagdo de diagrama trapezoidal com carga concentrada atuando em viga com misula parabdlica
simétrica. Fonte: Autores, 2018.

Tabela 4: Coeficientes para célculo da combinac¢do de diagrama trapezoidal e carga concentrada em
barra com misula parabdlica simétrica (Imin/Iméax variando de 1,000 a 0,005).

Imin/Iméax 1,000 0,500 0,200 0,100 0,050 0,030
Guldan 0,0547 0,0465 0,0379 0,0324 0,0279 0,0250

nl MM 0,0547 0,0466 0,0379 0,0324 0,0279 0,0250
SM 0,0547 0,0466 0,0379 0,0324 0,0279 0,0250

Guldan 0,0390 0,0345 0,0295 0,0261 0,0232 0,0212

n2 MM 0,0391 0,0346 0,0295 0,0261 0,0232 0,0212
SM 0,0391 0,0346 0,0295 0,0261 0,0232 0,0212

Fonte: Autores, 2018.

Mais uma vez, a divergéncia entre resultados € minima, ocorrendo apenas na quarta
casa decimal e, considerando os resultados obtidos computacionalmente, ndo houve erro.
Quanto a vantagem do célculo feito no MiSULA MATH em relagéo ao tabelado por Guldan
(1956), os coeficientes (nl1) e (n2) podem ser determinados para quaisquer valores das
relagbes N=12b/L, n=Inin/Imax e A =a/L.

A Tabela 5 apresenta os valores do termo EIcPS, da equacéo (8.0), fornecidos pelo
MM e SM devido combinacdo de diagrama virtual trapezoidal com uma viga em misula reta

simétrica (A=0,2) solicitada por carga linearmente distribuida (Figura 14). A comparacao feita
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na Tabela 5 ndo inclui os resultados de Guldan (1956), uma vez que Sissekind (1993)

disponibiliza apenas combinagdo com carga uniformemente distribuida.

7 Mim
1 2 4 Nfrrr]l____,_._.d—~~ﬁ
Y 'l' 'l' 'l' k
[e—2m | e—2m 5Nm
Ly 10m |
r i 9 Nm

Figura 14: Combinag&o de diagrama trapezoidal com carga linearmente distribuida atuando em viga com misula
reta simétrica. Fonte: Autores, 2018.

Tabela 5: Valores de EIcPd para combinagio de diagrama virtual trapezoidal e carregamento
linearmente distribuido em viga com misula reta simétrica (Imin/Imax variando de 1,000 a 0,030).

Imin/Iméax 1,000 0,500 0,200 0,100 0,050 0,030

MM 3225,000000 3080,370947 2935,758227 2853,295607 2788,524656 2749,849487
SM 3225,000000 3080,370947 2935,758227 2853,295607 2788,524656 2749,849487

Fonte: Autores, 2018.

Os resultados da Tabela 5, com seis casas decimais, demonstram o grau de exatiddo do
método da quadratura gaussiana, uma vez que ndo houve erro entre os valores obtidos pelo
MiSULA MATH e pelo Software Matematico, sendo que o primeiro utiliza integracdo por

Gauss-Legendre e o segundo, integracao algébrica.

CONCLUSOES

Mediante os resultados apresentados, verifica-se que o calculo da combinacdo de
diagramas de momentos fletores pelo Principio das For¢as Virtuais em barras com misula reta
ou parabolica utilizando-se integracdo numeérica € possivel e eficiente, pois fornece resultados
com alto grau de exatidao.

A partir dessa metodologia, um programa pdde ser facilmente implementado para o
calculo computacional dessas combinagdes, bem como dos coeficientes pertinentes as tabelas
atribuidas a Guldan (1956). Desse programa, ressalta-se a vantagem, quando comparado as
referidas tabelas, de calcular os coeficientes (al), (a2), (B), (n1) e (n2) para quaisquer valores
das relagdes N, n e .. Com isso, 0 programa evita a necessidade de realizar interpolagdes para

adequagdo dos argumentos de entrada, e viabiliza o célculo de casos de combinacGes
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inexistentes nas tabelas de Guldan (1956), tal como aquelas que envolvem carga linearmente
distribuida ou carga-momento.
Sugere-se, para trabalhos futuros, que a implementacéo seja expandida para o caso de

barras sujeitas a outras solicitacGes externas e variacdes do momento de inércia.
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