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Resumo: A variacdo da se¢do transversal de uma barra ao longo do seu comprimento, pode ser em relacdo a sua
altura ou na sua espessura ou ainda, nas suas duas dire¢des, nesses casos, a area e 0 momento de inércia da secéo
transversal se tornam varidveis, fazendo com que aumente a dificuldade de calculo, do ponto de vista
matematico, ja que envolve o calculo de integrais cuja resolugdo algébrica se torna bastante trabalhosa ou
simplesmente ndo existe, sendo necessaria a ado¢do de uma funcdo substituta ou um modelo substituto. Existem
trés classes de métodos para andlise: a) Métodos de integracdo direta, b) Métodos utilizando analogias e c)
Métodos utilizando a Energia de Deformacdo. Neste trabalho sdo apresentados os métodos que utilizam a
Energia de Deformacdo, posteriormente é escolhido aquele que se torna mais adequado para aplicar as técnicas
de integragdo numérica. Nos exemplos apresentados, sdo calculados deslocamentos de estruturas isostaticas
utilizando-se técnicas comuns de integragdo numérica, sendo necessario, nestes casos, a divisdo da estrutura em
varias partes iguais, para facilitar os calculos, logo esses deslocamentos sdo comparados com os resultados
obtidos pela Quadratura de Gauss e pela integracdo algébrica. As se¢des sdo consideradas retangulares com
variacdo linear ou parabdlica da altura, mantendo-se a espessura constante.

Palavras-Chave: Deslocamento. Integracdo numérica. Quadratura de Gauss.

Resumen: La variacion de la seccién transversal de una barra a lo largo de su longitud, puede ser en relacién a
su altura 0 a su espesura 0 aun, en sus dos direcciones, en esos casos, el area y el momento de inercia de la
seccion transversal se tornan variables, haciendo con que aumente la dificuldad de célculo, del punto de vista
matematico, ya que envuelve el célculo de integrales cuya resolucién algebraica se torna bastante trabajosa o
simplemente no existe, sendo necesaria la adopcion de una funcién substituta o un modelo substituto. Existen
tres clases de métodos para analisis: a) Métodos de integracion directa, b) Métodos utilizando analogias y ¢)
Métodos utilizando la Energia de Deformacion. En este trabajo son presentados los métodos que utilizam la
Energia de Deformacién, posteriormente es escojido aquel que se torna mais adecuado para aplicar las técnicas
de integracién numérica. En los ejemplos presentados, son calculados desplazamientos de estruturas isostaticas
utilizando-se técnicas comunes de integracion numérica, siendo necesario, en estes casos, la division de la
estructura en varias partes iguales, para facilitar los calculos, luego esos desplazamientos son comparados con
los resultados obtenidos por la Cuadratura de Gauss y por la integracion algebraica. Las secciones son
consideradas rectangulares con variacion lineal o parabolica de la altura, manteniendose la espesura constante.
Palabras-clave: Desplazamiento. Integracion numérica. Cuadratura de Gauss

1 - Introducéo

No dimensionamento de uma estrutura é necessario conhecer os esforcos internos (forca
normal, forga cortante, momento de torcdo e momento fletor) que atuam ao longo dos eixos

dos elementos que compdem a estrutura, mas, também € necessario conhecer 0s
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deslocamentos (rotacfes e translacfes) que acorrem ao longo desses eixos, j& que esses
deslocamentos poderdo ultrapassar os valores admissiveis fornecidos pelas normas
correspondentes aos materiais (aco, concreto, madeira) com 0s quais esta feita a estrutura.
Sendo necessario realizar um novo dimensionamento da estrutura, de forma que néo
ultrapassem os deslocamentos admissiveis.

Existem varios métodos para calcular deslocamentos em estruturas, que podem ser
classificados em trés tipos:

a) Métodos de integracgéo direta;

b) Métodos utilizando analogias;

c) Métodos utilizando a energia de deformacéo.

Utilizando-se 0 Método da Energia de Deformacdo, os deslocamentos em uma
estrutura podem ser calculados pelo 2° Teorema de Castigliano (TIMOSHENKO; GERE,
1994) e o Principio dos Trabalhos Virtuais ou Teorema das Forcas Virtuais (Soriano e Lima,
2004)

O 2° Teorema de Castigliano estabelece que a derivada parcial da energia de
deformacéo U, em relagéo a qualquer forca externa aplicada P;, fornece o deslocamento &; sob
0 ponto de aplicacdo da forca e na direcdo da mesma, isto é:

5-
dp
(1)

No caso de vigas e pérticos, realizando-se algumas simplificacdes, a energia de

deformacéo pode ser escrita como:

2
U:J‘M ds
\ 2E|

)
Desta forma, a equacéo (1) fica:
5 = J~ M oM
L

— s
2El 0P

(©)

O Principio dos Trabalhos Virtuais para a um corpo elastico que atingiu sua
configuracdo de equilibrio (SUSSEKIND, 1983), o trabalho virtual total das forgas externas
que sobre ele atuam € igual ao trabalho virtual das forcas internas (esforgos solicitantes) nele
atuantes, para todos os deslocamentos virtuais arbitrarios (compativeis com os vinculos do

corpo) que Ihe sejam impostos, isto é:
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Wext =V\/int
(4)
O trabalho virtual das forgas externas Wex: € dado por:
W, =Ps
(5)

onde P ¢é uma carga virtual aplicada na dire¢io do deslocamento procurado.
O trabalho virtual das forgas internas Wiy é dado por:

W, :J' = ds +INNds+anst

int
L

(6)

Substituindo-se as equacdes (5) e (6) na equacdo (4), tem-se:

Ps= _[ ds+j ds+J'77Qst

(7)
sendo:
E - médulo de elasticidade lomgitudinal
| - momento de inércia da area da se¢do transversal
A - area da secdo transversal
G — modulo de elasticidade transversal
n - coeficiente de forma

M, N e Q - esforcos solicitantes da carga externa real

M, Ne Q - esforcos solicitantes da carga virtual P

No caso de vigas e porticos, pode se considerar apenas os efeitos devido ao momento

fletor, desta forma a equagéo (7), fica:

58=j—dMM s
L El
(8)

Quando se considerada que a se¢do transversal de uma barra é constante, significa que

a area da secdo transversal A e 0 momento de inércia | sdo também constantes, ndo havendo

influéncia no célculo das integrais.

Multiplicando-se ambos 0s membros da equagéo (8) por El., tem-se:
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— l. —
EICPS:TCJMMds 9)
L
Se a secdo transversal de uma barra variar ao longo do seu comprimento, seja na sua
altura ou na sua espessura ou nas duas direcGes, nesse caso, a area da secdo transversal e seu

momento de inércia se tornam variaveis, isto é:
— MM
El.Po=I, j—dl S (10)
L

Essa variacdo da inércia faz com que seu célculo se torne laborioso e aumente a
dificuldade, do ponto de vista matematico, ja que envolve o célculo de integrais que nem
sempre tém solucdes analiticas exatas, sendo necessario entdo, recorrer a métodos de
integracdo numérica.

Em termos préticos, sdo utilizadas barras retas dotadas de uma misula com variagdo
linear ou parabdlica em uma das suas extremidades, ou com duas misulas simétricas nas suas
extremidades (Rocha, A. M., 1973), como se indicam nas figuras 1 e 2.

Para o tipo de misulas indicadas nas figuras 1 e 2 sdo utilizadas as tabelas de
GULDAN, R. (1956), que facilitam a determinacéo da integral da equagéo (10).

Outros autores como ROCHA, A. M. (1973), POLILLO, A. (1982) e SUSSEKIND, J.

C. (1983), trazem em suas obras tabelas proprias e outras reproduzidas.

Reta

N I | | _3r
Ly Assimétrica

h1 x 1

Simétrica
L

Figura 1- Tipos de misulas com variacéo linear
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Parabdlica
h 1 :h;
. /'_—
Asgsimétrica
Lv
L 'y
hi T hi1
¥

Simetrica

L

Figura 2- Tipos de misulas com variacdo parabdlica

2 — Objetivos

Calcular deslocamentos em estruturas de barras de inércia variavel utilizando técnicas

de integracdo numérica com énfase na quadratura de Gauss.

3 - Metodologia

Quando a integracdo algébrica ndo é possivel ou se torna bastante trabalhosa, o célculo
pode ser feito numericamente por médio de férmulas que expressam a integral como uma
combinacéo linear de um grupo selecionado de integrandos, para isso:

a) Divide-se 0 segmento L em um namero arbitrario de intervalos (iguais ou desiguais).

b) Determina-se o valor numérico dos integrandos para cada intervalo.

c) Calcula-se a area correspondente de cada intervalo por médio da férmula de
integracdo escolhida.

d) Soma-se os valores das areas elementares.
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AX

Xo X1 Xz Xn-1 Xn

Figura 3 — Integracdo numeérica
Algumas das formulas mais comuns séo as seguintes (BARROSO et al., 1987):

Férmula dos trapézios (Ax=L/m)

Xn Ax
J y(x)dx = (7) Vo +2y1 + 2y, + 2y3+.. oo+ 2V 3 + 2V + 2Y;m_q + Vi)
Xo

(11)
Férmula de Simpson (Ax=L/2m)

xn Ax
J y(x)dx = (?) Vo +4y1 + 2y, +4ys+... ..+ 4Yom 3+ 2Yam—2 + 4Vam—1 + Yom)
Xo

(12)
Férmula de Simpson (Ax=L/3m)

*n 3Ax
J y(x)dx = (T) Vo +3y1 +3y2 + 2y3 + oo+ 2Y3m-3 + 3V3m—2 + 3V3m-1 + Y3m)
Xo

(13)

Para a aplicagdo das formulas (11), (12) e (13), a integral da equacao (10), fica:
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MM *n
Icf—ds=f ny(x)dx
L ! Yo

(14)
Quadratura de Gauss

Na analise numérica, o0 método de quadratura é uma aproximacdo de uma integral
definida de uma funcdo. Uma quadratura de Gauss de grau n, ¢ uma quadratura que seleciona
0s pontos de avaliacdo de maneira étima e ndo igualmente espacados, construidos para dar o
resultado de um polindmio de grau 2n-1 ou menos, em um dominio de integracdo
convencionado entre [—1, 1] (Figura 4).

Figura 4 — Quadratura de Gauss para dois pontos.

A férmula adotada neste trabalho é a de Gauss-Legendre (Chapra e Canale, 2008).
Este método consiste em transformar uma integral definida de uma funcéo f(x) (Figura 4),
dada na equacao 15:

I= [ f(x)dx

(15)

Em outra integral, na seguinte forma:

I=[' F(t)dt

(16)

Fazendo-se a troca de variaveis:
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X =%(b—a)t+%(b+a)

A7)

Entdo, a funcdo F(t) da equacdo 16, seré:
F(t) =5(b—a)fG(b—a)t+5(b+a)
(18)

Com isso, o célculo da integral (15) utilizando-se a quadratura de Gauss-Legendre,

para polinémios de Legendre de ordem n (Gilat e Subramaniam, 2008), sera:

pesos.

1= [ F(t)dt = S0 A F(t)
(19)

Onde:

n - numero de pontos

A, - pesos

tj - pontos (raizes)

Na tabela 1 sdo apresentadas as raizes dos pontos de Gauss com seus respectivos

Tabela 1 — Pontos e pesos de Gauss-Legendre.

n i t; Aj

1 1 0 2

2 2; 1 | £0,57735 02691 89626 1

3 2 0 0,88888 88888 88889
31 +0,77459 66692 41483 | 0,55555 55555 55556

4 3; 2 | =0,33998 10435 84856 | 0,65214 51548 62546
4; 1 | £0,86113 6311594053 | 0,34785 48451 37454

5 3 0 0,56888 88888 838889
4; 2 | £0,53846 93101 05683 | 0,47862 86704 99366
5,1 | =0,90617 98459 38664 | 0,23692 68850 56189

6 4; 3 | £0,23861 91860 83197 | 0.46791 39345 72691
5; 2 | £0,66120 93864 66265 | 0,36076 15730 48139
6; 1 | =0,93246 95142 03152 | 0,17132 44923 79170

7 4 0 0,41795 91836 73469

+0,40584 51513 77397 | 0,38183 00505 05119
+0,74153 11855 99394 | 0,27970 53914 89277
+0,94910 79123 42759 | 0,12948 49661 68870
+0,18343 46424 95650 | 0,36268 37833 78362
+0,52553 24099 16329 | 0,31370 66458 77887
+0,79666 64774 13627 | 0,22238 10344 53374
+0,96028 98564 97536 | 0,10122 85362 90376

0
e AR e A
Y RIS PR RN

9 5 0 0,33023 93550 01260
6; 4 | £0,32425 34234 03809 | 0,31234 70770 40003
7; 3 | £0,61337 14327 00590 | 0,26061 06964 02935
8; 2 | £0,83603 11073 26636 | 0,18064 81606 94857
9; 1 | £0,96816 02395 07626 | 0,08127 43883 61574
10| 6; 5 | £0,14887 43389 81631 | 0,29552 42247 14753
7; 4 | £0,43339 53941 29247 | 0,26926 67193 09996
8; 3 | £0,67940 95682 99024 | 0,21908 63625 15982
9; 2 | £0,86506 33666 88985 | 0,14945 13491 50581
10; 1 | £0,97390 65285 17172 | 0,06667 13443 08688
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4 — Resultados

Nos exemplos a seguir, as estruturas foram divididas em 6, 12, 18 e 24 partes iguais,
para a aplicacdo das formulas dos trapézios e as de Simpson, e até 8 pontos para a aplicacéo
da formula da quadratura de Gauss-Legendre, para poder-se obter resultados satisfatorios em
relacdo aos resultados obtidos analiticamente.

Exemplo 1: Calculo do deslocamento vertical na extremidade livre de uma viga em balango

com variagéo da sua altura (Figura 5).

y
X * |
e L »
Figura 5 — Viga em balanco
P=2tf
] y
1A B
< 6m ol
12 10 .
6 A B
2 [:M:'
%o 1 2 3 4 5 6 (tm)
P=1tf
6 5
4 3
2 1 —
Ifm )]
2o (tfm)

Figura 6 — Diagramas do momento fletor
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Na tabela 2 sdo apresentados os calculos da viga da figura 5, dividida em 6 partes
iguais, com seus momentos fletores correspondentes apresentados na figura 6.
Na tabela 3 é apresentado um resumo de resultados do deslocamento vertical do ponto

B, para 6, 12, 18 e 24 divisdes da viga.

Tabela 2- Valores obtidos numericamente para divisdo em 6 partes

MISULA RETA ASSIMETRICA

hl= 0,3 L=6 n=6 Ax= 1 P=2
h2= 0,6 E= 2,10E+06 b= 0,1 Elc= 4,73E+02
SIMPSON (Ax=L/2m) SIMPSON (Ax=L/3m) TRAPEZIOS (Ax=L/m)
SECAO |h Ic/l M m n Kk kn k kn Kk kn
0] 0,600000{ 0,125000 -12,000] -6,000| 9,000000 1[ 9,000000 1[ 9,000000 1/ 9,000000
1| 0,550000| 0,162284| -10,000( -5,000 8,114200 4| 32,456799 3| 24,342600 2| 16,228400
2| 0,500000{ 0,216000] -8,000| -4,000{ 6,912000 2| 13,824000 3| 20,736000 2| 13,824000
3| 0,450000[ 0,296296| -6,000| -3,000{ 5,333333 4| 21,333333 2| 10,666667 2| 10,666667
4] 0,400000{ 0,421875[ -4,000] -2,000| 3,375000 2| 6,750000 3| 10,125000 2|  6,750000
5] 0,350000f 0,629738| -2,000| -1,000{ 1,259475 4| 5,037901 3|  3,778426 2| 2,518950
6] 0,300000{ 1,000000 0,000 0,000 0,000000 1[ 0,000000 1[ 0,000000 1| 0,000000
X=| 88,402034 T=| 78,64869 ¥=| 58,98802

Elc60A=29,467345 EIcO0A= 29,493259 EIcd0A= 29,494008
dVB= 6,2365E-02 3VB= 6,2420E-02 3VB= 6,2421E-02

Tabela 3- Resumo de valores obtidos numericamente
MISULA RETA ASSIMETRICA

h1=0,3m L=6m P=2 tf
h2=0,6 m b=0,1 m E=2,10 E+06 tf/m2
O0VB[m] E-02
TRAPEZIOS SIMPSON SIMPSON
INTERVALOS| (Ax=L/m) (Ax=L/2m) (Ax=L/3m)
6 (Ax=1) 6,2421 6,2365 6,2420
12 (Ax=1/2) 6,2333 6,2310 6,2315
18 (Ax=1/3) 6,2320 6,2307 6,2308
24 (Ax=1/4) 6,2314 6,2306 6,2307

Os valores obtidos utilizando-se a quadratura de Gauss-Legendre para até oito pontos,
séo apresentados na tabela 4.
Tabela 4- Valores obtidos numericamente por Gauss-Legendre

N. PONTOS| 8VB[m] E-02
6,7725
6,1174
6,2185
6,2298
6,2306
6,2306
6,2306
6,2306

Co (=) | [Ln | jwa [ (=
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O deslocamento calculado via integracdo analitica, ap6s simplificagcbes é dada pela
equacéo (20).

— _12PL (5 (h1 ) _1 (h_% _ ) ha )
Ovp = Eb(hy—hy) (2 (h2 2\ n2 T ln(h1 (20)
Cujo resultado é: 8vg=6,2306,10% m

Exemplo 2: Célculo da rotacdo da tangente a elastica no ponto A de uma viga com misula
parabdlica simétrica.

6tfim

S S SR SR S S

— \ 7 Tor
1m _A_ <

N

N

o
o

777777 I"-
A B 04m
| 12m .
™ 1
Figura 7 — Viga biapoiada
(W)
A ‘ | N\ (tm)
et ’____..-f" brrrrrd
60 ———0L 180
96 108 96
_ M=1tfm
-
A ) VAN
7/
- 7
I-:,ﬁ\/\l
__——l—____ -
L _____l______i__— e AN\ (tfm)
L 316 216 e
N 5/6 416

Figura 8 — Diagramas do momento fletor

Na tabela 5 sdo apresentados os célculos da viga da figura 7, dividida em 6 partes

iguais, com seus momentos fletores correspondentes apresentados na figura 8.
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Tabela 5- Valores obtidos numericamente para divisdo em 6 partes

VARIAGAO PARABOLICA DE INERCIA

hi= 1 L=12 n=6 Ax= 2 o= 6
h2= 2 E= 2,10E+06 b= 0,4 Elc= 7,00E+04
SIMPSON (Ax=L/2m) SIMPSON (Ax=L/3m) TRAPEZIOS (Ax=L/m)
SECAO [h Ic/1 M m n k kn k kn k kn

0| 2,000000| 0,125000 0| 1,000000| 0,000000 1| 0,000000 1|  0,000000 1| 0,000000
1| 1,444444| 0,331816 60| 0,833333| 16,590806 4| 66,363223 3| 49,772417 2| 33,181611
2| 1,111111] 0,729000 96| 0,666667| 46,656000 2| 93,312000 3| 139,968000 2| 93,312000
3| 1,000000| 1,000000 108 0,500000{ 54,000000 4| 216,000000 2| 108,000000 2{ 108,000000
4] 1,111111] 0,729000 96| 0,333333] 23,328000 2| 46,656000 3| 69,984000 2| 46,656000
5| 1,444444| 0,331816 60| 0,166667| 3,318161 4| 13,272645 3| 9,954483 2| 6,636322
6] 2,000000| 0,125000 0] 0,000000| 0,000000 1| 0,000000 1{  0,000000 1| 0,000000
¥=|435,603867 »=| 377,67890 ¥=| 287,78593

Elcd0A= 290,402578 EIcd0A= 283,259175 EIco6A= 287,785934
60A= 4,1486E-03 30A= 4,0466E-03 60A= 4,1112E-03

Na tabela 6 é apresentado um resumo de resultados da rotacdo da tangente a elastica

no ponto A, para 6, 12, 18 e 24 divisdes da viga.

Tabela 6- Valores obtidos numericamente
MISULA PARABOLICA SIMETRICA

hl=1m L=12m =6 tf/m
h2=2 m b=0,4 m E=2,10 E+06 tfim2
30A[rad] E-03
TRAPEZIOS | SIMPSON SIMPSON
INTERVALOS| (Ax=L/m) (Ax=L/2m) (Ax=L/3m)
6 (Ax=2) 4,1112 4,1486 4,0466
12 (Ax=1) 4,1266 4,1317 4,1310
18 (Ax=2/3) 4,1295 4,1319 4,1318
24 (Ax=1/2) 4,1306 4,1319 4,1319

Os valores obtidos utilizando-se a quadratura de Gauss-Legendre para até oito pontos,

séo apresentados na tabela 7.

Tabela 7- Valores obtidos numericamente por Gauss-Legendre

N. PONTOS| 88A[rad] E-03
9,2571
2,6036
4,6165
4,0032
4,1638
4,1245
4,1336
4,1316

Co (=l | [Lh |4 Jwa [ b2 1=

O deslocamento calculado via integragdo analitica é: 8a=4,1319,107 rad.
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Exemplo 3: Célculo do deslocamento vertical do ponto A de uma viga biapoiada com

balangos, com misula reta simétrica entre os apoios. Sendo a=b=3 me L=12 m.

/('“'-3034‘40 30 x 140 ~

B

30 x 80

ry

"
b

Figura 9 — Viga biapoiada com balangos

iguais, com seus momentos fletores correspondentes apresentados na figura 10.

Tabela 8- Valores obtidos numericamente para divisdo em 12 partes

MISULA RETA SIMETRICA

Na tabela 8 sdo apresentados os célculos da viga da figura 9, dividida em 12 partes

h1= 10,8 L= 12 n= 12 Ax= 1 Mb= 3
h2=1,4 E= 2,10E+06 b=10,3 Elc= 2,69E+04
SIMPSON (Ax=L/2m) SIMPSON (Ax=L/3m) TRAPEZIOS (Ax=L/m)
SECAO |h Ic/| M n k kn k kn k kn
0| 1,400000| 0,186589 0,000{ -3,000| 0,000000 1[ 0,000000 1[ 0,000000 1] 0,000000
1| 1,200000f 0,296296| -0,250| -2,750| 0,203704 4| 0,814815 3] 0611111 2| 0,407407
2| 1,000000{ 0,512000{ -0,500| -2,500| 0,640000 2| 1,280000 3[ 1,920000 2| 1,280000
3| 0,800000| 1,000000) -0,750| -2,250 1,687500 4|  6,750000 2| 3,375000 2| 3,375000
4] 0,800000| 1,000000| -1,000] -2,000{ 2,000000 2[ 4,000000 3| 6,000000 2| 4,000000
5] 0,800000| 1,000000| -1,250| -1,750 2,187500 4| 8,750000 3| 6,562500 2| 4,375000
6/ 0,800000 1,000000{ -1,500| -1,500| 2,250000 2[ 4,500000 2| 4,500000 2[ 4,500000
7| 0,800000 1,000000{ -1,750| -1,250| 2,187500 4| 8,750000 3| 6,562500 2| 4,375000
8| 0,800000| 1,000000| -2,000] -1,000{ 2,000000 2[ 4,000000 3| 6,000000 2[ 4,000000
9] 0,800000| 1,000000| -2,250| -0,750 1,687500 4|  6,750000 2[ 3,375000 2[ 3,375000
10/ 1,000000{ 0,512000{ -2,500| -0,500| 0,640000 2| 1,280000 3| 1,920000 2| 1,280000
11] 1,200000{ 0,296296| -2,750| -0,250| 0,203704 4| 0,814815 3] 0611111 2| 0,407407
12| 1,400000{ 0,186589| -3,000 0,000{ 0,000000 1[ 0,000000 1[ 0,000000 1] 0,000000
~=| 47,689630 T=| 41,437222 ¥=| 31,374815
ElcBVA= 15,896543 EIcSVA= 15,538958 EIcdVA= 15,687407
3VA= 5,9139E-04 dVA= 5,7809E-04 dVA= 5,8361E-04

A daviga da figura 9, para 6, 12, 18 e 24 divisdes do véo central.

séo apresentados na tabela 10.

Na tabela 9 é apresentado um resumo de resultados do deslocamento vertical do ponto

Os valores obtidos utilizando-se a quadratura de Gauss-Legendre para até oito pontos,

165



Revista Mirante, Anapolis (GO), v. 11, n. 7, jun. 2018. ISSN 1981-4089

T
- %
:
- %
Paillinn
- z

Figura 10 — Diagramas do momento fletor

Tabela 9- Resumo de valores obtidos numericamente
MISULA RETA ASSIMETRICA

h1=0,8 m L=12 m Mb=3 tfm
h2=1,4m b=0,3 m E=2,10 E+06 tf/m2
OVA[m] E-04
TRAPEZIOS SIMPSON SIMPSON
INTERVALOS| (Ax=L/m) (Ax=L/2m) (Ax=L/3m)
6 (Ax=2) 5,6027 5,4861 5,6752
12 (Ax=1) 5,8361 5,9139 5,7809
18 (Ax=2/3) 5,9121 5,8688 5,9508
24 (Ax=1/2) 5,7856 5,7688 5,7694

Tabela 10- Valores obtidos numericamente por Gauss-Legendre

N. PONTOS| 8VA[m] E-04
5,8676
5,7511
5,7677
5,7683
5,7683
5,7683
5,7683
5,7683

CO (=l | [N |4 | [ B2 1=

O deslocamento calculado via integragdo analitica é: 8ya=5,7683,10" m.
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5 — Consideragdes finais

Pode-se observar que a medida que a estrutura tem mais barras com momento de
inércia variavel, a solucdo via integracdo analitica tende a ser mais trabalhosa, e ainda, sem
contar com outros carregamentos que poderdo estar atuando ao longo dessas barras. A
utilizacdo das formulas dos trapézios e as de Simpson para integracdo numérica, no calculo de
deslocamentos em estruturas isostaticas com barras de momento de inércia variavel, pode ser
realizada com bastante eficiéncia e aproximacdo, dependendo do numero de divisbes
necessarias para atingir tais resultados, podendo representar este fato, uma desvantagem em
relacdo a aplicacdo da Quadratura de Gauss-Legendre, ja que pode-se observar que utilizando
a gquadratura de Gauss-Legendre, os resultados obtidos apresentam uma melhor aproximacéo
e eficiéncia com poucos pontos de Gauss, especialmente quando se trata de momentos inércia
com variacdo linear, sendo possivel ainda, aumentar o nimero de pontos de Gauss, caso fosse
necessario, sem implicar no acréscimo de outros calculos ou divisbes das barras. Esses
calculos pedem ser facilmente realizados com a ajuda de uma planilha eletrdnica ou com a
implementacdo de um programa para computador, que podera considerar situacdes mais

abrangentes, superando assim, as limitacOes das tabelas existentes.
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