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Resumo: A secdo transversal de uma barra pode variar ao longo do seu comprimento, seja na sua altura ou na
sua espessura ou nas duas direcfes, nesses casos, a area da secdo transversal e seu momento de inércia se tornam
variaveis, fazendo com que aumente a dificuldade de célculo, do ponto de vista matemaético, ja que envolve o
calculo de integrais cujos integrandos nem sempre tém solucfes exatas, sendo necesséaria a adocdo de uma
funcdo substituta ou um modelo substituto. Existem trés classes de métodos para anélise: a) Métodos de
integracdo direta, b) Métodos utilizando analogias e ¢) Métodos utilizando a Energia de Deformacdo. Neste
trabalho serdo apresentadas as trés classes de métodos, posteriormente sera escolhido aquele que se torna mais
adequado para aplicar as técnicas de integracdo numérica. Nos exemplos apresentados serdo calculados
deslocamentos de estruturas isostaticas utilizando-se técnicas de integragdo numérica, sendo necessario a divisao
da estrutura em vérias partes iguais, para facilitar os calculos, e as se¢fes serdo consideradas retangulares com
variacéo linear ou parabdlica da altura, mantendo-se a espessura constante.

Palavras-Chave: Deslocamento. Estrutura Isostatica. Integragcdo numérica.

Resumen: La seccidn transversal de una barra puede variar a lo largo de su longitud, sea en su altura o en su
anchura o en las dos direcciones, em eses casos, el area de la seccidn transversal y su momento de inercia se
tornam variables, haciendo que aumente la dificuldad del calculo, del punto de vista matematico, ya que
envuelve el calculo de integrales cuyos integrandos no siempre tienen soluciones exactas, siendo necesaria la
adopcién de uma funcion substituta o un modelo substituto. Existem tres clases de métodos para analisis: a)
Métodos de integracion directa, b) Métodos utilizando analogias y c) Métodos utilizando la Energia de
Deformacion. En este trabajo seran presentadas las tres clases de métodos, posteriormente serd escogido aquel
gue se torne mas adecuado para aplicar las técnicas de integracién numeérica. En los ejemplos presentados seran
calculados desplazamientos de estruturas isostaticas utilizandose técnicas de integracion numérica, siendo
necesario la division de la estructura en varias partes iguales, para facilitar los calculos, y las secciones seran
consideradas retangulares con variacion lineal o parabdlica de la altura, manteniendose la anchura constante.
Palabras clave: Desplazamiento. Estructura Isostatica. Integracion numérica.

Introducéo

No dimensionamento de uma estrutura é necessario conhecer os esforcos internos
(forca normal, forca cortante, momento de tor¢do e momento fletor) que atuam ao longo dos
eixos dos elementos que compdem a estrutura, mas, também € necessario conhecer 0s
deslocamentos (rotacdes e translacfes) que acorrem ao longo desses eixos, j& que esses
deslocamentos poderdo ultrapassar os valores admissiveis fornecidos pelas normas

correspondentes aos materiais (aco, concreto, madeira) com 0s quais esta feita a estrutura.
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Sendo necessario realizar um novo dimensionamento da estrutura, de forma que ndo

ultrapassem os deslocamentos admissiveis.

Existem varios métodos para calcular deslocamentos em estruturas, que podem ser

classificados em trés tipos:

a) Métodos de integracdo direta;
b) Métodos utilizando analogias;
c) Métodos utilizando a energia de deformacao.

a) Métodos de integracao direta

Os métodos de integracdo sao baseados na equacdo da linha elastica, obtida a partir do

estudo das tensdes normais de uma viga submetida a flexdo pura (RILEY et al., 2003),

ficando esta com a forma de um arco de circunferéncia (Figura 1). No regime el&stico, a

curvatura da superficie neutra (CRAING, 2003), pode ser expressa por:

1)

1_M(x
o El

sendo:

M (x) - momento fletor

E - mddulo de elasticidade transversal

| - momento de inércia da area da secdo transversal

p - raio de curvatura

A partir do calculo diferencial, a curvatura k de uma curva plana em um ponto Q(X,y)

é dada por:

@)
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Figura 1 — Deformacdo de uma viga a flexéo
Organizac¢do: Autor

Sendo que y representa o deslocamento vertical em relacdo a coordenada x. A

declividade ﬂ, por ser muito pequena, pode ser desprezada (HIBBELER,2010), entdo a

equacao (1) fica:

d’y _M®
dx*  El
©)
Integrando-se a equacgao (3), tem-se:
dy _
Bl _JM(x)dx+Cl
(4)
¥
0 - X
-
o 1 00 _
| Q

Figura 2 — Declividade &(X) em um ponto Q(x,y)
Organizac¢do: Autor
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Sendo que A(x) é o angulo que a tangente a curva elastica no ponto Q(x,y) forma com

a horizontal, pode-se escrever:

ay =tand(x) = 4(x)

dx
()
Desta forma, a equacéo (4) fica:
ElO(x) = j M (X)dx +C,
(6)
Integrando-se mais uma vez a equacao (4), tem-se:
Ely = [|[M(xax+C, fix+C,
(7)

Desta forma, a equacdo (7) permitird calcular deslocamentos lineares em qualquer

ponto da estrutura.
b) Métodos utilizando analogias

Os métodos que utilizam analogias sdao o método da Viga Conjugada (Martha, 2010) e
0 método das Areas do Diagrama de Momento (Beer et ali, 2006).

No método das Areas do Diagrama de Momento, ao invés de exprimir-se 0 momento
fletor como uma funcdo M(X) que deve ser integrada, é utilizado o diagrama da grandeza

M (x . . . .
M) ao longo do eixo da estrutura, para calcular certas areas definidas por esse diagrama,

bem como 0s momentos estaticos dessas areas. Esta forma de abordar o problema permite
calcular o deslocamentos de um ponto de cada vez e é apropriada para estruturas com secéo
variavel. E baseado em dois teoremas.

1° Teorema: O angulo que formam entre si as tangentes em C e em D (Figura 3) é
igual a area do diagrama de momentos fletores, entre esses dois pontos, dividida por El.

Das equacdes (3) e (5), obtém-se:
L)
dx El

Considerando dois pontos quaisquer da estrutura, C e D (Figura 3), e integrando-se 0s

(8)

dois membros da equacéo (8), obtém-se:
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@ ~ xD M (X)

gjc do = !: oo 9)
~ B xD M (X)

49D (9C = ;';?dx (10)

Onde: 6. e 6, sao as declividades nos pontos C e D, respectivamente. Chamando
65, 0 angulo formado entre essas declividades, tem-se:

0y, = Area sob o diagrama de (M/EI) entre C e D (11)

Figura 3 - Declividades nos pontos C e D
Organizacéo: Autor

2° Teorema: O desvio tangencial de C em relacdo a D, t.,,, é igual a0 momento

estatico da area limitada pelo diagrama M/EI entre os pontos C e D em relacdo ao eixo

vertical que passa pelo ponto C (Figura 4).

E—'"": . X1 - a‘xr_

A c PP o B

Figura 4 - Diagrama M/EI
Organizac¢do: Autor
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Considerando os pontos P e P’ situados entre C e D (Figura 5), e separados de uma
distancia dx. Observa-se que as tangentes a linha elastica interceptam a vertical pelo ponto C
em pontos que formam o comprimento dt. A declividade em P e o angulo d6, formado pelas
tangentes a linha elastica por P e P’, sdo valores muito pequenos e pode-se considerar que dt é
igual ao arco da circunferéncia de raio x; do angulo do, desta forma:
dt = x,d@ (12)
Substituindo-se o valor de d6 da equacéo (8) na equacéo (12), tem-se:

M (x)

dt =x dx 13
- (13)
Integrando-se a equacdo (13) de C até D, tem-se:
T M(x
tero = [ % E(I ) dx (14)
C

Figura 5 - Tangentes a elastica nos pontos P e P’
Organizac¢do: Autor
Lembrando que o momento estatico de uma area em relagdo a um eixo é igual ao

produto da area pela distancia do seu baricentro até o eixo, isto €:

t., = (Area do diagrama de (M/EI) entre C e D). X, (15)

Figura 6 — Distancia X,
Organizacdo: Autor 79
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Onde: X, e a distancia do baricentro da area ate o eixo vertical que passa por C (Figura
6).

N&o se deve confundir o desvio tangencial de C em relacdo a D, tcp, com o desvio
tangencial de D em relacédo a C, tp/c, que representa a distancia vertical do ponto D a tangente
a curva eléstica que passa pelo ponto C, obtido pelo produto da &rea sob o diagrama (M/EI)

pela distancia X, do seu baricentro até o eixo vertical que passa por D (Figura 7), isto é:

t,,c = (Area do diagrama de (M/EI) entre C e D). X, (16)

Figura 7 — Distancia X,
Organizac¢do: Autor

c) Métodos utilizando a energia de deformacao

Os métodos anteriores se baseiam, essencialmente, em consideracfes geomeétricas,
entretanto, muitos outros problemas podem ser resolvidos mais eficientemente utilizando-se
as relacdes entre o trabalho realizado pelas forcas externas e a energia interna, armazenada
durante o processo de deformacao da estrutura.

A energia de deformacdo é o trabalho armazenado, realizado pela forca externa que

age sobre um corpo deformando-o. A energia de deformacao é definida como:
U = [udv (17)
Sendo: u o trabalho especifico de deformac&o, que na forma geral é dada por:

1
u= E(ngx +O,6, +0,6, +T&y +T,E, +T,E,) (18)

Onde: ¢ e t sdo as tensdes normais e de cisalhamento e € e y suas deformacdes

especificas correspondentes.
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Os deslocamentos em uma estrutura podem ser calculados pelo 2° Teorema de
Castigliano (Timoshenko e Gere, 1994) e o Principio dos Trabalhos Virtuais ou Teorema das
Forcas Virtuais (Soriano e Lima, 2004)

O 2° Teorema de Castigliano estabelece que a derivada parcial da energia de
deformacéo, em relacdo a qualquer forca externa aplicada P;, fornece o deslocamento &; sob o
ponto de aplicacdo da forca e na direcdo da mesma, isto é:

oU

-2 (19

No caso de vigas e porticos, realizando-se algumas simplificacGes, a energia de

deformacéo pode ser escrita como:

U=["2ds (20)

S = ————d (21)

O Principio dos Trabalhos Virtuais para a um corpo elastico que atingiu sua
configuracdo de equilibrio (Sussekind,1983), afirma que o trabalho virtual total das forcas
externas que sobre ele atuam é igual ao trabalho virtual das forcas internas (esforcos
solicitantes) nele atuantes, para todos os deslocamentos virtuais arbitrarios (compativeis com
os vinculos do corpo) que Ihe sejam impostos, isto é:

Wei = Wi (22)

O trabalho virtual das forcas externas Wey; € dado por:

W, =Ps (23)

Onde: P ¢é uma carga virtual aplicada na dire¢io do deslocamento procurado.
O trabalho virtual das forgas internas Wiy é dado por:

W, =.[ MMds+I NNds+InQst (24)
! El 'EA { GA
Substituindo-se as equacdes (23) e (24) na equacao (22), tem-se:

5 nQQ

PS = ds + ds + ds 25
o [ [y @

Sendo:
A - &rea da secdo transversal

G — médulo de elasticidade transversal
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n - coeficiente de forma

M, N e Q - esforgos solicitantes da carga externa real
M, Ne Q - esforgos solicitantes da carga virtual P

Nos métodos expostos anteriormente foi considerado que a se¢do transversal fosse
constante, por tanto, a area da secdo transversal A e 0 momento de inércia I, também seriam

constantes.
Integracdo Numérica

Se a secdo transversal de uma barra variar ao longo do seu comprimento, seja na sua
altura ou na sua espessura ou nas duas direcBes, nesse caso, a area da se¢do transversal e seu
momento de inércia se tornam variaveis, fazendo com que aumente a dificuldade de célculo,
do ponto de vista matematico, ja que envolve o calculo de integrais cujos integrandos nem
sempre tém solucBes exatas, sendo necessario entdo, recorrer a métodos de integracao
numerica.

Utilizando-se o Método baseado na Energia de Deformacdo, os deslocamentos em
uma estrutura podem ser calculados pelo 2° Teorema de Castigliano (TIMOSHENKO; GERE,
1994) e o Principio dos Trabalhos Virtuais ou Teorema das Forgas Virtuais (SORIANO;
LIMA, 2004)

Escolhendo-se o Principio dos Trabalhos Virtuais para calcular deslocamentos, no
caso de vigas e porticos, pode se considerar apenas os efeitos devido ao momento fletor, desta
forma a equacdo (25), fica:

Ps= jwds (26)
| El

Quando se considerada que a secdo transversal de uma barra é constante, significa que
a area da sec¢do transversal A e 0 momento de inércia | sdo também constantes, ndo havendo
influéncia no célculo das integrais.

Multiplicando-se ambos os membros da equacdo (26) por El,, tem-se:

— |C —
EICPS:T [MMds (27)
L

Se a secdo transversal de uma barra variar ao longo do seu comprimento, seja na sua

altura ou na sua espessura ou nas duas direcdes, nesse caso, a area da secéo transversal e seu

momento de inércia se tornam variaveis, isto é:
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_ MM
ElPo=I Ij_Tds (28)

Essa variagdo da inércia faz com que seu calculo se torne laborioso e aumente a
dificuldade, do ponto de vista matematico, ja que envolve o célculo de integrais que nem
sempre tém solucdes analiticas exatas, sendo necessario entdo, recorrer a métodos de
integracdo numérica.

Em termos préticos, sdo utilizadas barras retas dotadas de uma misula com variagdo
linear ou parabdlica em uma das suas extremidades, ou com duas misulas simétricas nas suas
extremidades (ROCHA, 1973), como se indicam nas figuras 8 e 9.

Rata
% | I P
h.
LA
Assimeétrica
Lv
i I ha Y
h1 i
//“' \ e
Simétrica
1

Figura 8- Tipos de misulas com variagéo linear
Organizac¢do: Autor

Parabdlica

.l.'_l2 L

*\ r h1

-
>

5

Simetrica

L

Assimétrica
Lv

Figura 9- Tipos de misulas com variacéo parabélica
Organizac¢do: Autor
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Para o tipo de misulas indicadas nas figuras 8 e 9 sdo utilizadas as tabelas de
GULDAN, R. (1956), que facilitam a determinacéo da integral da equagéo (28).

Outros autores como Rocha (1973), Polillo (1982) e Siissekind (1983), trazem em suas
obras tabelas préprias e reproduzidas (GULDAN, 1956).

Quando a integracdo algébrica ndo € possivel ou se torna bastante trabalhosa, o calculo
pode ser feito numericamente por medio de formulas que expressam a integral como uma

combinacéo linear de um grupo selecionado de integrandos, para isso:

a) Divide-se 0 segmento L em um numero arbitrario de intervalos (iguais ou
desiguais).

b) Determina-se o valor numérico dos integrandos para cada intervalo.

C) Calcula-se a area correspondente de cada intervalo por médio da formula de

integracdo escolhida.
d) Soma-se os valores das areas elementares.

y

A

Figura 10 — Integra¢do numérica
Organizaco: Autor

Algumas das formulas mais comuns séo as seguintes:

Férmula dos trapézios (Ax=L/m)
.r;: y(x)dx = (Ax/2)(¥o + 2y, + 2y, + 2y3+. o+ 29 3 T2V T2V T V) (29)
Formula de Simpson (Ax=L/2m)

& M
.r:rnn y(x)dxe = (Ax/3)(yg +4y1 + 2y, +4Vs+eo ot SVamoa F 2Vomop T 4Vam-1 T Vam)

=

Formula de Simpson (Ax=L/3m)
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[Fy()dx = (38x/8) (o + 351 + 35, + 25 Foe et 2Vgm3 + 3Vama + 33 +

}Tﬂm]

....... (31)

Para a aplicagdo das formulas (28), (29) e (30), a integral da equacéo (28), fica:

[*n y(x)dx=1_7J MM s (32)

X ¢l
0 L
Ou seja:
lc —

y(X) = n MM (33)

Exemplos

Nos exemplos a seguir, as estruturas foram divididas em 6, 12, 18 e 24 partes iguais,
para obter resultados satisfatorios em relacdo aos resultados obtidos analiticamente.
Exemplol: Célculo do deslocamento vertical na extremidade livre de uma viga em

balango com variagdo da sua altura (Figura 11).

h
¥
Figura 11 — Viga em balanco
Organizac¢do: Autor
Tabela 1- Valores obtidos numericamente para divisao em 6 partes
MISULA RETA ASSIMETRICA
hl= 0,3 L=6 n=6 Ax= 1 P= 2
h2= 0,6 E= 2,10E+06 b= 0,1 Elc= 4,73E+02
SIMPSON (Ax=L/2m) SIMPSON (Ax=L/3m) TRAPEZIOS (Ax=L/m)
SECAO |h Ic/1 M m n k kn k kn k kn
o] 0,600000] 0,125000] -12,000] -6,000] 9,000000 1] 9,000000 1| 9,000000 1| 9,000000
1] 0,550000] 0,162284] -10,000] -5,000] 8,114200 4] 32,456799 3| 24,342600 2| 16,228400
2 0,500000 0,216000 -8,000 -4,000 6,912000 2| 13,824000 3| 20,736000 2| 13,824000
3| 0,450000] 0,296296] -6,000] -3,000] 5,333333 4] 21,333333 2| 10,666667 2| 10,666667
4] 0,400000] 0,421875] -4,000] -2,000] 3,375000 2| 6,750000 3] 10,125000 2| 6,750000
5 0,350000 0,629738 -2,000 -1,000 1,259475 4 5,037901 3 3,778426 2 2,518950
6] 0,300000] 1,000000] 0,000]  0,000[ 0,000000 1] 0,000000 1| 0,000000 1| 0,000000
¥=| 88,402034 X= 78,64869 r= 58,98802

Elc60A=29,467345 EIcO0A= 29,493259 EIcd6A= 29,494008
8VB= 6,2365E-02 8VB= 6,2420E-02 8VB= 6,2421E-02

Organizacdo: Autor
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Na tabela 1 sdo apresentados os célculos da viga da figura 11, dividida em 6 partes
iguais, com seus momentos fletores correspondentes apresentados na figura 12.

P=21f

Y v
An B
l« 6m ol
2 za
6
- : 2 [:I‘;l‘;:
2 1 2 3 4 5 6 (tm)
P=1tf
2 |
4
5
4
L2
(M)
2 (tfm)

Figura 12 — Diagramas do momento fletor
Organizacéo: Autor

Na tabela 2 € apresentado um resumo de resultados do deslocamento vertical do ponto

B, para 6, 12, 18 e 24 divisdes da viga.

Tabela 2- Resumo de valores obtidos numericamente
MISULA RETA ASSIMETRICA

h1=0,3m L=6m P=2 tf
h2=0,6 m b=0,1m E=2,10 E+06 tfim2
OVB[m] E-02
TRAPEZIOS SIMPSON SIMPSON

ITERVALOS| (Ax=L/m) (Ax=L/2m) (Ax=L/3m)

6 (Ax=1) 6,2421 6,2365 6,2420
12 (Ax=1/2) 6,2333 6,2310 6,2315
18 (Ax=1/3) 6,2320 6,2307 6,2308
24 (Ax=1/4) 6,2314 6,2306 6,2307

Organizacdo: Autor

O deslocamento calculado via integragdo analitica, ap6s simplificacbes € dada na
equacéo (34).
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12pL (2 (ﬁ_ )_%(h52_1)+1n(:—:]) (34)

Syp = —r
VB " Eb(h,—h,) hy 2

Cuja resposta é: 8y=6,2306,10% m
Exemplo2: Calculo da rotacdo da tangente a elastica no ponto A de uma viga com

misula parabdlica simétrica.

Btfim

/]
“’:’/Ern

7% m % |“.

Figura 13 — Viga biapoiada
Organizaco: Autor

Na tabela 3 sdo apresentados os célculos da viga da figura 13, dividida em 6 partes

iguais, com seus momentos fletores correspondentes apresentados na figura 14.

Tabela 3- Valores obtidos numericamente para divisdo em 6 partes

VARIAGAO PARABOLICA DE INERCIA

hi= 1 L=12 n=6 Ax= 2 g=6
h2= 2 E= 2,10E+06 b= 0,4 Elc= 7,00E+04
SIMPSON (Ax=L/2m) SIMPSON (Ax=L/3m) TRAPEZIOS (Ax=L/m)
SECAO |h Ic/1 M m n k kn k kn k kn
0| 2,000000] 0,125000 0| 1,000000] 0,000000 1{ 0,000000 1{  0,000000 1{  0,000000
1| 1,444444] 0,331816 60| 0,833333| 16,590806 4| 66,363223 3| 49,772417 2| 33,181611
2| 1,111111] 0,729000 96| 0,666667| 46,656000 2| 93,312000 3| 139,968000 2| 93,312000
3| 1,000000{ 1,000000 108)  0,500000{ 54,000000 4| 216,000000 2| 108,000000 2| 108,000000
4] 1,111111] 0,729000 96| 0,333333] 23,328000 2| 46,656000 3| 69,984000 2| 46,656000
5|  1,444444] 0,331816 60| 0,166667| 3,318161 4| 13,272645 3| 9,954483 2| 6,636322
6] 2,000000| 0,125000 0| 0,000000] 0,000000 1{ 0,000000 1{  0,000000 1{ 0,000000
¥=| 435,603867 »=| 377,67890 »=| 287,78593

Elcd0A= 290,402578 EIcO0A= 283,259175 EIc60A= 287,785934
30A= 4,1486E-03 80A= 4,0466E-03 30A= 4,1112E-03

Organizacdo: Autor
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Figura 14 — Diagramas do momento fletor
Organizac¢do: Autor

Na tabela 4 ¢é apresentado um resumo de resultados da rotacdo da tangente a elastica
no ponto A, para 6, 12, 18 e 24 divisdes da viga.

Tabela 4- Resumo de valores obtidos numericamente
MISULA PARABOLICA SIMETRICA

hl=1m L=12m g=6 tffm
h2=2 m b=0,4 m E=2,10 E+06 tfi/m2
d80A[rad] E-03
TRAPEZIOS | SIMPSON SIMPSON
ITERVALOS| (Ax=L/m) (Ax=L/2m) (Ax=L/3m)
6 (Ax=2) 4,1112 4,1486 4,0466
12 (Ax=1) 4,1266 4,1317 4,1310
18 (Ax=2/3) 4,1295 4,1319 4,1318
24 (Ax=1/2) 4,1306 4,1319 4,1319

Organizac¢do: Autor

O deslocamento calculado via integragdo analitica é: 8a=4,1319,107 rad.

Exemplo 3: Célculo da rotacdo da tangente a elastica no ponto A de uma viga
biapoiada com balancos, com misula reta simétrica entre os apoios. Sendo a=b=3 m e L=12

m.
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30 x 80 - 30 x 80 30 % 80

T30x140 30 x 140

Figura 15 — Viga biapoiada com balangos
Organizacéo: Autor

Na tabela 5 sdo apresentados os calculos da viga da figura 15, dividida em 12 partes

iguais, com seus momentos fletores correspondentes apresentados na figura 16.

Tabela 5- Valores obtidos numericamente para divisdo em 12 partes

MISULA RETA SIMETRICA

hi= 0,8 L= 12 n= 12 Ax= 1 Mb= 3
h2= 1,4 E= 2,10E+06 b= 10,3 Elc= 2,69E+04
SIMPSON (Ax=L/2m) SIMPSON (Ax=L/3m) TRAPEZIOS (Ax=L/m)
SECAO |h Ic/I M m n k kn [ kn k kn

0[ 1,400000| 0,186589 0,000{ -3,000| 0,000000 1| 0,000000 1| 0,000000 1| 0,000000
1| 1,200000f 0,296296| -0,250| -2,750| 0,203704 4| 0,814815 3] 0611111 2| 0,407407
2| 1,000000] 0,512000| -0,500] -2,500{ 0,640000 2| 1,280000 3] 1,920000 2| 1,280000
3| 0,800000| 1,000000| -0,750| -2,250 1,687500 4|  6,750000 2| 3,375000 2| 3,375000
4] 0,800000| 1,000000| -1,000] -2,000{ 2,000000 2| 4,000000 3| 6,000000 2| 4,000000
5[ 0,800000| 1,000000| -1,250| -1,750 2,187500 4|  8,750000 3|  6,562500 2|  4,375000
6| 0,800000| 1,000000| -1,500| -1,500{ 2,250000 2| 4,500000 2| 4,500000 2| 4,500000
7] 0,800000| 1,000000) -1,750| -1,250 2,187500 4| 8,750000 3| 6,562500 2| 4,375000
8| 0,800000| 1,000000) -2,000] -1,000{ 2,000000 2| 4,000000 3| 6,000000 2| 4,000000
9] 0,800000| 1,000000) -2,250| -0,750 1,687500 4|  6,750000 2| 3,375000 2| 3,375000
10/ 1,000000{ 0,512000{ -2,500| -0,500| 0,640000 2| 1,280000 3] 1,920000 2| 1,280000
11| 1,200000f 0,296296| -2,750| -0,250| 0,203704 4| 0,814815 3] 0611111 2| 0,407407
12| 1,400000{ 0,186589| -3,000 0,000 0,000000 1| 0,000000 1| 0,000000 1| 0,000000
¥=| 47,689630 =] 41,437222 =| 31,374815

Elc60A= 15,896543 EIcdbA= 15,538958 EIc60A= 15,687407
00A= 5,9139E-04 30A= 5,7809E-04 30A= 5,8361E-04

Organizac¢do: Autor
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Figura 16 — Diagramas do momento fletor
Organizacéo: Autor

Na tabela 6 € apresentado um resumo de resultados da rotacdo da tangente a elastica

no ponto A, para 6, 12, 18 e 24 divisdes da viga do vao central.

Tabela 6- Resumo de valores obtidos numericamente
MISULA RETA ASSIMETRICA

h1=0,8m L=12m Mb=3 tfm
h2=1,4m b=0,3m E=2,10 E+06 tf/m2
80A[rad] E-04
TRAPEZIOS | SIMPSON SIMPSON
ITERVALOS| (Ax=L/m) (Ax=L/2m) (Ax=L/3m)
6 (Ax=2) 5,6027 5,4861 5,6752
12 (Ax=1) 5,8361 5,9139 5,7809
18 (Ax=2/3) 5,9121 5,8688 5,9508
24 (Ax=1/2) 5,7856 5,7688 5,7694

Organizac¢do: Autor

O deslocamento calculado via integragéo analitica ndo foi realizado, pois neste caso ja

se torna bastante trabalhoso.
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Conclusodes

Pode-se observar que a medida que a estrutura tem mais barras com momento de
inércia variavel a solucdo via integracdo analitica tende a ser mais trabalhosa, e ainda, sem
contar com outros carregamentos que poderdo estar atuando ao longo dessas barras. O célculo
de deslocamentos em estruturas isostaticas com barras de momento de inércia varidvel, pode
ser realizada utilizando-se integracdo numérica com bastante eficiéncia e aproximacéo,
dependerd apenas do numero de divisGes necessarias para atingir tais resultados. Esses
calculos pedem ser facilmente realizados com a ajuda de uma planilha eletrénica ou com a
implementacdo de um programa para computador, que podera considerar situacbes mais

abrangentes, superando assim, as limitacGes das tabelas existentes.
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