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Resumo: O tragcado dos diagramas dos esforcos solicitantes (forca cortante e momento fletor) de uma viga com
varias cargas atuando sobre ela, requer que mesma seja dividida em varios trechos ou regides, para obter-se as
expressdes analiticas dos esforgos solicitantes em cada um desses trechos, devido a existéncia de
descontinuidades provocadas pelas cargas, o que torna seu calculo consideravelmente trabalhoso. Para
determinar as equacgdes da fecha e da declividade pelo método de Integracdo Direta, o célculo se torna ainda
mais trabalhoso devido a que para cada trecho da viga sdo obtidas duas constantes de integragdo, decorrentes da
aplicacdo do método, e a determinagdo dessas constantes requer um ndmero igual de equagdes que deverdo
expressar a continuidade das flechas e declividades, bem como as condi¢des de contorno dos vinculos da viga. O
presente trabalho propde uma alternativa para minimizar esse tipo de problemas utilizando-se operadores
matematicos, conhecidos como fun¢es de descontinuidade, os quais permitem escrever as equagdes dos
esforgos solicitantes de uma viga com varios carregamentos, utilizando-se uma Unica expressdo que podera ser
aplicada a todos os trechos da viga, e no caso dos deslocamentos, dispensa a aplicacdo das condigBes de
igualdade em pontos comuns a dois trechos consecutivos, sendo apenas suficiente a aplicagdo das condigdes de
contorno dos vinculos da viga, simplificando enormemente o seu calculo e tornando-se bastante apropriada para
sua implementacdo por meio de programdo computacional. Para provar a eficiéncia da utilizagdo de funcbes de
descontinuidade, sdo realizados exemplos para comparar os resultados com os obtidos por métodos tradicionais.
Palavras-chave: Método de Clebsch. Func¢des de Macaulay. Vigas.

Resumen: La elaboracién de los diagramas de las fuerzas internas (fuerza cortante y momento flector) de una
viga con varias cargas actuando sobre ella, requiere dividirla en varios tramos o regiones, para obtener las
expresiones analiticas de las fuerzas internas en cada un. de estos tramos, debido a la existencia de
discontinuidades provocadas por las cargas, lo que hace considerablemente laborioso su calculo. Para determinar
las ecuaciones de la flecha y de la pendiente por el método de Integracion Directa, el calculo se vuelve ain mas
laborioso debido a que para cada seccion de la viga se obtienen dos constantes de integracion, resultantes de la
aplicacion del método, y la determinacion de estas constantes requiere de un igual nimero de ecuaciones que
deben expresar la continuidad de las flechas y pendientes, asi como las condiciones de contorno de los vinculos
de la viga. El presente trabajo propone una alternativa para minimizar este tipo de problemas utilizando
operadores matematicos, conocidos como funciones de discontinuidad, que permiten escribir las ecuaciones de
los esfuerzos requeridos para una viga con varias cargas, utilizando una sola expresion que se puede aplicar a
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todos los tramos de la viga, y en el caso de los desplazamientos, se prescinde de la aplicacion de condiciones de
igualdad en puntos comunes a dos tramos consecutivos, bastando Unicamente con aplicar las condiciones de
contorno de los viculos de la viga, simplificando mucho su calculo y haciéndola muy adecuada para su
implementacion a través de la programacién de computadoras. Para probar la eficiencia del uso de funciones de
discontinuidad, son realizados ejemplos para comparar los resultados con los obtenidos por métodos
tradicionales.

Palabras-clave: Método de Clebsch. Funciones de Macaulay. Vigas.

Introducéo

No tracado dos diagramas dos esforcos solicitantes de uma viga (forca cortante e
momento fletor) sdo utilizadas expressdes algébricas provenientes do seu carregamento, as
quais podem ser utilizadas também para outros calculos como a energia de deformacdo e a
linha elastica da mesma. Quando se trata de uma carga distribuida continua ao longo de toda a
viga (figura 1-a), as expressOes analiticas dos esfor¢os solicitantes sdo facilmente
determinadas devido a inexisténcia de descontinuidade no carregamento. Entretanto, se varias
outras cargas atuam sobre a viga (figura 2), esta fica dividida em varios trechos ou regides,
sendo necessario entdo, obter as expressdes analiticas dos esforcos solicitantes para cada um
desses trechos da viga, devido a existéncia de descontinuidades no carregamento, o que torna

seu calculo consideravelmente trabalhoso.

—7 Ax
i
Al [ | B .
N c| |C o == Yo+ AV

(@) (b

Figura 1. a) Viga com carga distribuida w(x) continua e b) Elemento diferencial da viga.
Fonte: Autores, 2022.

Considerando-se em equilibrio o elemento diferencial Ax da viga (figura 1-b), o qual

estd submetido a uma carga distribuida continua w (x), podem ser obtidas as relacdes
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diferenciais que existem entre a carga w (X), a forga cortante V (x) e 0 momento fletor M (x),
(TUMOSHENKO; GERE, 1994), que sdo:

TR = —w) (1) C
Sl 4G @
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Figura 2. Viga com varios carregamentos.
Fonte: Autores, 2022.

Considerando-se agora uma viga, com Vvarios tipos de cargas que dividem a mesma em
quatro trechos ou regides distintas (figura 2), nas quais as equagdes da forga cortante e do
momento fletor tém, respectivamente, as seguintes expressdes, em relacdo a coordenada X

com origem no ponto A:

Q(x) =V, para0 <x < a 3
M(x) =Vyx para0 <x <a 4
Q(x) =V, paraa <x <b (5)

M(x) =Vyx — M, paraa <x <b (6)
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Qx)=V,—P parab <x <c @)
M(x) =Vyx — M, — Px parab <x <c (8)
Qx)=V,—P—-w(x—0) parac < x <L 9)
M(x)=VAx—M0—Px—%(x—c)2 parac <x <L (10)

Com as expressoes (3), (5), (7) e (9) e as expressoes (4), (6), (8) e (10) podem ser
tracados de forma exata, os diagramas da forca cortante e momento fletor, respectivamente.
Pode-se perceber que, para um nimero maior de cargas, o tracado dos diagramas dos esforcos
solicitantes ir4 se tornar cada vez mais trabalhoso.

Na determinacdo das flechas e declividades ao longo de uma viga, utilizando 0 método
de Integracdo Direta, o calculo se torna ainda mais trabalhoso e demorado quando a viga esta
dividida em varios trechos, pois a equacéo da linha el&stica é representada por uma equacéao
diferencial de segunda ordem (CRAING, 2003):

d’y — M) (11)

dx? EI

Sendo:
E - médulo de elasticidade longitudinal

I - momento de inércia da area da se¢do transversal

Integrando-se a equagdo (11), tem-se:

d
Elﬁ = — [M(x)dx + C; (12)
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Figura 3. Flecha y (x) e declividade &(X) em um ponto Q (x,y).
Fonte: Autores, 2022.

Sendo que @(x) (figura 3), é o0 &ngulo que a tangente a curva elastica no ponto Q (x,y)

forma com a horizontal, ou seja:

L — tan 0(x) = 6(x) (13)

dx -

Desta forma, a equacao (12) fica:

EI6(x) = — [ M(x)dx + C, (14)
Integrando-se a equacdo (14), tem-se:

Ely(x) = [[— [ M(x)dx + C;] dx + C, (15)

Desta forma, as equacbes (14) e (15) permitem calcular os deslocamentos
(declividades e flechas, respectivamente) em qualquer ponto de uma viga. Pode-se verificar
que para cada trecho da viga sdo obtidas duas constantes de integracdo, decorrentes da
aplicacdo do método. A determinacdo dessas constantes requer um numero igual de equacdes
que deverdo expressar a continuidade das flechas e declividades, bem como as condicdes de

contorno dos vinculos da viga.
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A solugdo para problemas desse tipo pode ser minimizada utilizando-se operadores
matematicos conhecidos como fungdes de descontinuidade, os quais permitem escrever 0s
esforcos solicitantes de uma viga com varios carregamentos, utilizando-se uma Unica
expressao que poderd ser aplicada a todos os trechos ao longo da viga. Para provar a
eficiéncia da utilizacdo de fungdes de descontinuidade, serdo realizados exemplos para
comparar os resultados com os obtidos por métodos tradicionais.

O presente trabalho propde uma alternativa com a qual podem-se expressar as
equacbes dos esforcos solicitantes atuantes em cada trecho, por uma unica expressdo,
utilizando-se operadores matematicos, conhecidos como fungdes de descontinuidade ou
funcdes singulares, as quais podem ser utilizadas também na determinacdo de flechas e
declividades ao longo de uma viga, simplificando enormemente o seu calculo.

As funcdes de descontinuidade, originalmente foram introduzidas e desenvolvidas
pelo matematico alemdo A. Clebsch (1833-1872) (RILEY et al., 2003) e tem relacdo com a
funcdo de passo unitério usada pelo fisico britanico O. Heaviside (1850-1925) (POPOV,
1978), quem estendeu os métodos de calculo operacional para analisar a resposta momentanea
de circuitos elétricos. Todavia, é dado o crédito ao matematico e engenheiro inglés W. H.

Macaulay (1853-1936) (BEER et al., 2006) pela introducdo das funcBes singulares aos

problemas de vigas, utilizando os colchetes < > geralmente chamados de colchetes de

Macaulay.

Neste trabalho, as fungdes de descontinuidade ou fungdes singulares sdo utilizadas
para determinar as equacOes dos esforcos solicitantes (for¢a cortante e momento fletor),
representadas, cada uma delas, por uma Unica equacdo, que podera ser aplicada a todos 0s
trechos ao longo da viga, para o tracado dos seus respectivos diagramas. A partir da equagéo
da linha elastica e conhecida a equacdo do momento fletor, podem ser obtidas as equagdes dos
deslocamentos (declividade e flecha) e consequentemente o tracado dos seus respectivos
diagramas, ficando eliminada a necessidade da aplicacdo das condi¢bes de igualdade em
pontos comuns a dois trechos consecutivos, sendo apenas suficiente a aplicacdo das condigdes

de contorno dos vinculos da viga.
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Para um numero inteiro n (positivo ou negativo) (RIBBELER, 2010), uma funcgéo

singular de x é definida como:

. |0 para X <a
(x-a)" = :
(x—a)' parax>a
(16)
Para n=0, tem-se:
0 arax<a
1 para X = a
(17)

Os graficos das fungdes singulares correspondentes, respectivamente, para n=0, n=1 e

n=2, sdo representados na figura 4.

<x—gagxb <1 —gl <xr—g=t
—
|
!
0 a T 0 a x 0 a x
(aln=10 hn= chn=2

Figura 4. Gréficos de funcdes singulares.
Fonte: Autores, 2022,

Destas definicGes de fungdes singulares, pode-se concluir que:

n+l
j(x—a)"dx:&+c para n >0 (18)
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Jix<x_a>" =n(x-a)"" para n >1 (19)

Nas figuras 5, 6, 7 e 8, sdo apresentadas, o carregamento e os diagramas da Forga
Cortante e 0 Momento Fletor, para carga momento, carga concentrada, carga uniformemente

distribuida e carga linearmente distribuida, com suas respectivas expressdes matematicas
utilizando-se as func¢des de descontinuidade.

Carregamento Forga Cortante Momento Fletor
Wi v
_ a
l:L a a
O 1 X o] X (o] X
- 2 - -1 = 9
a) W= Mo<x-a> V= Mo<x-2> M= Mo<x-a>
Figura 5. Carga momento My,
Fonte: Autores, 2022.
Carregamento Forca Cortante Momento Fletor
Wi P v
— a -
v a a
O X 0 X (0] x
| -P ]_ \ \\-._
" -1 _ 0 _ 1
b) W =Pex-a> Vg™ P<x-a> M= P<x-a>
Figura 6. Carga concentrada P.
Fonte: Autores, 2022.
Carregamento Forca Cortante Momento Fletor
Wa v
.3 W
! a a
° S NN
c) W =w<x-a>" Vg™ Wo<x-a>! M= ! Wosx-a>?

Figura 7. Carga uniformemente distribuida wy,
Fonte: Autores, 2022.
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Carregamento Forga Cortante Momento Fletor
Wa Inclinagdo=k v
La _
a a
d) W®=k<x—a>1 V(K):% xast M[x): 215_.{ <xoas

Figura 8. Carga linearmente distribuida com inclinacéo k.
Fonte: Autores, 2022.

Para provar a eficiéncia da utilizacdo de funcdes de descontinuidade, sdo realizados

exemplos para comparar os resultados com os obtidos por outros métodos.

Objetivos
Objetivo geral
. Fazer uma apresentacdo e estudo das funcdes de descontinuidade para a

aplicacdo no célculo dos esforgos solicitantes e dos deslocamentos em vigas prismaticas
isostaticas.

Objetivos especificos

o Obter as equacdes dos esforcos solicitantes de uma viga isostatica utilizando-se
as fungdes de descontinuidade.

o Obter as equacdes dos deslocamentos de uma viga isostatica utilizando-se as

fungOes de descontinuidade.

Metodologia

A metodologia a ser empregada consistira, inicialmente, no estudo tedrico das fungdes
de descontinuidade para os carregamentos normalmente utilizados nas estruturas, e sua
imediata aplicacdo no célculo de esforcos solicitantes e de deslocamentos em estruturas
isostaticas, mostrando assim, que a utilizacdo das fungdes de descontinuidade é uma

alternativa a mais em relacdo aos outros métodos tradicionais. Para isto, serdo realizados
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diversos célculos comparativos, para mostrar a eficiéncia, qualidades, vantagens e
desvantagens em relacdo aos outros métodos.

Exemplos

Exemplo 1: Determinar as equacdes dos esforcos solicitantes e dos deslocamentos da
viga da figura 2, utilizando-se as funcdes de descontinuidade.
A equacdo da carga w(x) para a viga da figura 2 é:

wx) =V (x =01 —=My(x—a) 2 —P{x —b) "t —w(x —c)° (20)

A partir da equacdo (1), as quatro equacdes (3, 5, 7 e 9) escritas anteriormente para a

forca cortante, podem ser representadas por uma Unica equacao da seguinte forma:
Qx) =Vy{x =0 —=My(x—a)yt—P{x—b)°’ —w(x—c) +C, (21)

A partir da equacdo (2), a equacdo do momento fletor, representada pelas equacdes 4,
6, 8 e 10, fica:

M(x) = Va{x = 0)' = Mg (x — a)® = P{x = b)! =~ (x — ¢)* + C;x + G, (22)

Aplicando-se a s condiges de contorno para x=0", isto ¢, V(0)=0 e M(0")=0, obtém-
se C;=0 e C,=0, logo:

Q(x) = Valx = 0)° = My {x —a)™' — P{x — b)® —w(x —c)* (23)

M(x) = Vy{x — 0)r — M, (x — a)® — P(x — b)! — §<x —c)? (24)

Utilizando-se as equacbes (14) e (15), na equacdo do momento fletor (24) obtém-se,

respectivamente:
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—p)2 _~\3
EI6(x) =V, i —My(x—ayt - pEE 2 (25)
—a)? _p)\3 _\4
Ezy(x)_V—Aﬂ My &Y _PGby wheor et (26)

3 2 2 3 6 4

Aplicando-se a s condi¢bes de contorno para x=0 e x=L, isto é, y(0)=0 e y(L)=0,

obtém-se: C3=0e C, = ——L2 A:—Z(L —a)? - :;L(L —b)3 — % (L — ¢)*, logo:
EI9(x) = “2(x — 0)2 — Mo (x — a)! = (x — b)? = % (x — ¢)? 27)
Ely(x) = 2(x = 0)* = =2(x —a)? = =(x — b)* — = (x —c)}* + C, (28)

Exemplo 2: Determinar as equacdes dos esforcos solicitantes e dos deslocamentos da
viga da figura 9, da forma tradicional e utilizando-se as funcdes de descontinuidade.

Ce v v
h | ,@HB

Va Vg

Figura 9. Viga com carga uniformemente distribuida wy,
Fonte: Autores, 2022.

A viga estd composta por dois trechos, AC e CB. Aplicando-se as equacdes de
equilibrio, obtém-se a reacdo de apoio Va (figura 10-a):

S Mp=0- Vy(2a) —woa(3)=0- V= ~woa (29)
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(a) {) (€)

Figura 10. Reacgdes de apoio e diagramas de corpo livre para os trechos AC e CB.
Fonte: Autores, 2022.

Para o trecho AC (figura 10-b), obtém-se a partir do equilibrio, as equacfes da forca

cortante e 0 momento fletor, respectivamente:
Vi(x) = ;woa My (x) = s woax (30)
Da mesma forma, para o trecho CB (figura 10-c), tem-se a partir do equilibrio:
Vy(x) = %woa—wo(x—a) M,(x) = %woax—%wo(x—a)z (31)

Resultando assim, duas equagbes em cada trecho. Utilizando as fungdes de
descontinuidade, a carga fica representada por:

w(x) = —=Rs{x — 0)™! + wo{x — a)® — Rg(x — 2a)~?! (32)

A forca cortante e 0 momento fletor podem ser obtidos pela integracdo da carga

utilizando-se as equac0es 1 e 2, respectivamente, isto é:
V(x) = — [w(x)dx = Vy{x — 0)° — wy(x — a)l + Vg(x — 2a)° + C; (33)

M(x) = [V(x)dx = Vy{x — 0)! — ?(x —a)? + Vg{x — 2a)t + C;x + C, (34)
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Observando que para V(0)=0 e M(0")=0, obtém-se, C;=0 e C,=0, e para V(2a")=0 e

M(2a)=0, obtém-se as reacdes de apoio V, = %woa e. Vg = %woa , logo:
V(x) = Vy{x — 0)° — wo(x — a)t + Vg{x — 2a)° (35)
M(x) = Va{x = 0)' = =22 (x — a)? + Vi(x — 2a)* (36)

Como a direita da reacdo de apoio Vg ndo existem outras cargas, as equacdes (35) e

(36), podem ainda ser escritas de forma simplificada como:
V(x) = zwoafx — 0)° — wo(x — a)! (37)

M(x) = §w0a<x — 0)! — 22 (x — a)? (38)

Utilizando-se as equacgdes (14) e (15), na equacdo do momento fletor (38) obtém-se,

respectivamente:

—0)2 —_a)3

EI6(x) = —twoa o + 220y ) (39)
—0)3 —_a)4

Ely(x) = —%Woa(x 30) +%(x o + C3x + Cy (40)

Aplicando-se a s condi¢des de contorno para x=0 e x=2a, isto &, y(0)=0 e y(2a)=0,

A 7
obtém-se: C4,=0e C; = EWOaB’ logo:

EIf(x) = —%Woa(x —0)% + %(x —a)® + £W0a3 (41)
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Ely(x) = —iwoa(x - 0)3 + %(x —a)t+ éw0a3x (42)

Exemplo 3: Determinar as equacdes dos esforcos solicitantes e dos deslocamentos da
viga da figura 11, utilizando-se as fungdes de descontinuidade. 0

W Wa

axiinm

S — -
o

- |B
L al

Figura 11. Carga uniformemente distribuida wy,
Fonte: Autores, 2022.

Neste caso, quando a carga distribuida atua apenas parcialmente na viga, pode-se
recorrer ao artificio apresentado na figura 12.

o ————
—
—
-
g

W
a
—111
8]

- X
[ |
A [ ' B
Va L IVB
Figura 12. Carga uniformemente distribuida wy,
Fonte: Autores, 2022.
Desta forma, a equacdo da carga é dada por:
w(x) = =Vu{x — 0)"1 + wo(x — a)® — wy(x — b)° (43)

Sendo V, a reagédo do apoio no ponto A da viga.
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A forca cortante e 0 momento fletor, podem ser obtidos aplicando-se as equacfes 1 e 2

respectivamente:
V(x) = Vy{x — 0)° — wo(x — a)! + wo{x — b)! (44)

M(x) = Va(x — 0)' = Zwo(x — a)? + Zwo(x — b)? (45)
Utilizando-se as equaces (14) e (15), na equacdo do momento fletor (45) obtém-se,

respectivamente:

(x=0)%2 1 (x—a)3 1 (x—b)3

EIH(X) = _VAT + EWO 3 ZWO 3 + C3 (46)
—0)3 —a)4 _p\4
Ely(.X) = _%VA x 30) + %Wo x 4(1) - %Wo% + C3x + C4_ (47)

Aplicando-se a s condi¢fes de contorno para x=0 e x=L, isto é, y(0)=0 e y(L)=0,
obtém-se: C4=0e C; = V?ALZ - ;TOL [(L —a)* — (L — b)*], logo:

EI0(x) = — 5 Valx — 0)2 +=wolx — a)® — Zwo(x — b)* + C3 (48)
Ely(x) = —%VA(x —0)% + iwo(x —a)t— 2—14W0(x — bY* + C3xC, (49)

Exemplo 4: Determinar as equacdes dos esforcos solicitantes e dos deslocamentos da
viga da figura 13-a, utilizando-se as fungfes de descontinuidade.

Como se trata de uma viga com cargas distribuidas parcialmente ao longo do seu
comprimento, pode-se recorrer novamente ao artificio ja apresentado, como se mostra na

figura 13 (b-e). Desta forma, a equacdo da carga é dada por:

w(x) = =Vu{x — 0)1 + ky(x — a)t — kp(x — b}t — w3(x — b)°® — wy(x — c)° (50)




REVISTA

MIRANT

Revista Mirante, Anapolis (GO), v. 15, n. 2, dez. 2022. ISSN 1981-4089

; z Universidade
, )Estadmldesoiés

Sendo:
R wimwtw  wy
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Figura 13. Viga com cargas parcialmente distribuidas linearmente w; e uniformemente w,
Fonte: Autores, 2022,

Logo, as expressdes da forga cortante e do momento fletor sdo, respectivamente:
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V() = Va(x = 0)° = 2(x — a)? + 2 (x — b2 + wylx — b)Y +wy(x — o)t (54)
M(x) = Valx = 0! =2 (x —a)® + 2 (x = b + 2 (x = b? +2(x —c)*  (55)

Utilizando-se as equacdes (14) e (15), na equacdo do momento fletor (54) obtém-se,
respectivamente:

EI0(x) = —v, 8= T b | da bl ws b | wafeol o (56)
2 6 4 6 4 2 3 2 3
Va(x=0)®  ki(x-a)5 | kq(x=b)°>  wz(x—b)*  w;(x—c)*
EIy(X) = —7 3 — Z 5 Z 5 + ? p + ? + C3x + C4_ (57)

Aplicando-se a s condi¢fes de contorno para x=0 e x=L, isto é, y(0)=0 e y(L)=0,

obtém-se: Cs=0 e (3= —V?ALZ + %(L —a)® — 1’;& (L —b)° — 2%(L —b)* —

W2 7 _ )4 .
24L(L ¢)*, logo:

EI6(x) = =2 (x — 02 = 2 (x — a)* + 2 (x — b} + “2(x — b)® + 22 (x — c)* + G

(58)

k k
Ely(x) = —‘%(x— 0)° — == (x — @) + == (x — b)® + 22 (x — b)* + 22 (x — c)* +

Csx (59)
Concluséao

Pode-se observar que, uma vez conhecidos 0s mecanismos que envolvem as fungdes
de singularidade, a determinacdo das equagdes e consequentemente o tragado dos diagramas

dos esforcos solicitantes tornam-se bastante simples. Determinando-se a equacdo do momento
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fletor com a metodologia apresentada, as equacgdes da declividade e da flecha ao logo de uma
viga podem ser determinadas aplicando-se as equagOes 14 el5, considerando-se apenas as
condi¢des de conto dos vinculos da viga. Pode-se observar também que, a utilizacdo das
funcGes de descontinuidade no tracado de diagramas dos esforgos solicitantes e dos
deslocamentos de uma viga, € bastante apropriada para sua implementacdo por meio de

programao computacional.
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